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我 们 共同 编辑 出 版 这 大 从 节 ， 凡 在 介绍 现代 固体 力学 
的 新 近 成 果 ， 上 反映 国内 站 固体 力学 的 蕊 学 和 科研 方面 的 成 
就 。 失 书 的 特点 是 ;在 肉 容 上 力求 达到 较 高 的 学 术 水 平 ; 在 
表 玉 上 力求 精炼 流 四 , 约 相交 于 一 门 研 究 生 这 程 的 取材 。 我 
们 硕 望 这 喜 卜 节 的 出 版 降 能 适应 我 国 培 杀 国体 力学 专业 研 
究 生 的 需要 ; 同时 驻 能 成 为 有 关 教 师 和 研究 工作 者 在 知识 
更 新 过 程 中 的 得 丰 。 我 们 也 期 特首 广大 读者 的 宝 责 意见 ， 
成 人 恒 把 这 套 从 书 出 得 更 好。 
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引 言 


连续 介质 力学 研究 物体 的 宏观 力学 行为 。 瞬 设 材 料 市 大 量 的 
竹子 组 成 ,因而 无 需 考 虑 粒子 的 物理 ,可 把 材 料 当 作 连续 的 【或 分 
小 连续 的 )。 

连续 介质 力学 中 的 规律 分 成 两 部 分 : 

1. 运动 基本 规律 。 它 适用 于 一 切 物体 ， 鞠 论 是 四 什么 材料 构 
成 的 。 这 些 规 律 包 括 质量 守重 ,动量 平衡 ,动量 抑 平 衡 ， 能 量 平 衡 
等 。 

2. 本 构 规 律 , 即 材 料 内 力 与 运动 的 关系 。 

传统 的 连续 介质 力学 是 在 材料 给 定时 求 力 与 运动 的 联系 ， 妈 
求解 边 值 问题 -但 是 除了 解 边 值 问 题 以 外 ,现代 连续 介质 力学 还 研 
究 如 何 建立 各 类 材料 的 本 构 方 程 。 这 些 本 移 方 程 以 数学 的 形式 体 
现 材 料 的 性 质 ， 同 时 又 满足 本 构 方 程 所 要 求 的 某 些 普遍 原理 -一 - 
物质 个 变性 原理 。 连 续 介 质 力 学 的 重要 贡献 在 于 建立 与 发 展 非 线 
性 材料 的 本 构 关 系 。 近 年 来 (1945 年 以 后 ) 非 线性 材料 本 构 关系 
的 研究 有 了 极 大 的 发 展 。 

连续 介质 力学 并 不 具体 决定 本 构 关系 中 的 材料 常数 、 函 数 或 
这 图 ,它们 需 由 试验 米 确 定 , 或 者 由 守 料 科学 来 预言 。 

连续 介质 力学 的 性 务 是 : 

i. 给 定 本 构 方 程 ， 预 言 材料 的 力学 行为 , 册 解 边 值 问 题 ; 

2. 根据 材料 定性 的 姓 质 ， 提 出 适合 于 物质 不 变性 原理 的 本 构 
方程 ,网 而 提出 材料 常数 . 通 数 或 泛 国 的 形式 。 


让 


而 材料 科学 的 任务 是 : 

1. 研究 宏观 力学 性 质 与 粒子 物理 及 化 学 的 联系 ; 

2. 设计 与 制造 新 材料 ; 

3. 定量 地 预言 材料 性 质 。 

由 此 可 见 连 续 介 质 力 学 与 材料 科学 是 互相 补 充 的 。 

自从 1845 年 Stokes 最 早 提出 非 线 性 粘性 流体 本 构 关 系 【 在 
稍 卡 儿 坐 标 中 ): 

Ti = —po 十 有 (CD FA0) 一 0 
雇 后 ,直到 1945 年 的 一 百年 间 , 非 线 性 理论 没有 得 到 人 发展。D，C. 
Leigh 在 其 非 线性 连续 介质 力学 一 书 中 认为 原因 主要 是 : 

a 线性 理论 能 满足 天 部 分 工业 技术 问题 的 需要 。 只 是 在 本 世 
纪 初 :由 于 化 学 工业 的 发 展 , 具 有 非 线 性 效应 的 材料 愈益 重要 ， 而 
在 1845 年 工业 技术 对 非 线性 理论 还 没有 需要 。 

。 1845 年 数学 逆 理 学 序 面 临 的 是 求解 与 线性 本 构 关 系 言 关 
的 边 值 问题 。 许多 问题 可 以 线性 化 (如 小 位 移 弹 性 力学 ， 人 也 谢 理 
论 )。 需要 发 展 线 性 候 生 分 方程 的 求解 方法 。 

* 有 后来， 在 线性 本 构 关 系 的 体系 中 发 展 了 对 工程 技术 有 用 的 
许多 分 支 , 例 如 演 鼻 层 , 浊 度 ,可 压缩 流动 , 丽 传 导 ,化 学 反应 流体 ， 
磁 流 体 等 ,它们 都 是 建立 在 理想 流体 或 线性 粘 流 体力 学 的 基础 上 。 
研究 工作 被 吸引 到 这 些 分 支 上 。 

ss 1945 年 左右 发 展 了 气体 的 动力 理论 , 有 至今 物理 学 家 主要 对 
粒子 物理 感 兴趣 ,而 对 连续 介质 物理 缺少 兴趣 。 

e 主要 关心 于 创造 非 线性 材料 的 是 化 学 家 与 物理 比 学 家 ， 他 
们 对 连续 介质 力学 既 无 兴趣 ,也 不 在 行 。 化 们 过 去 主要 从 粒子 观 
点 来 建立 本 构 关 系 与 解 边 秆 问题 ,他 们 不 知道 去 满足 甚至 也 不 慌 
得 连续 介质 物理 的 原理 。 

es 非 线 性 理论 在 术 丝 纪 前 半 叶 大 量 发 展 。， 才 使 得 对 非 钱 性 理 
论 的 统一 的 研究 成 为 可 能 。 如 果 只 有 两 个 古典 线性 理论 一 一 线 弹 


直入 


竹 固 体 与 线 粘性 流体 .一般 的 理性 的 研究 就 没有 作 公 必要 了 。 

* 最 后 ， 采 用 近世 代数 的 无 符 标 直接 记 法 有 助 于 元 免 复杂 的 
坐标 ,因而 能 把 物理 本 质 奢 得 更 清楚 。 例 刀 , 由 于 不 用 坐标 写法 ,对 
标 架 无 差异 不 理 与 材料 各 向 同 柱 的 区 别 可 以 在 得 更 清楚 了 。 

本 节 将 采用 作者 在 另 一 本 书 & 张 量 分 析 六 中 所 用 的 符号 。 

在 写作 本 书 过 程 中 主要 参考 过 和 的 书 有 : 

[1] Leigh, D. C., Nonlinear Continuum Mechanics, 
McGraw—-Hill, 1968. 

[2] 郭 仲 衡 , 非 线性 弹性 理论 ,科学 出 版 社 。13980。 

[3] :Cenos, Jl, HH., Bpenegne B WiexaHHKY CimonoB Cpe- 
ipl, Danamaraa, Mocrea, 1962. 

[4] Malvern, L. E,, lntroduction to the Mechanics of 3 
Continuous Medium, Prentice-Hall, Inc., 1969. 

[5] Eringen, A. C,., Nonlinear Theory of Continuous 
Media, McGraw-Hil, New York, 1962, 

{6] Eringen, A. C., Mechanics of Continua, John Wiley 
Sons, lne., New York, 1967, 


本 书 承 张 晓 坦 同志 提出 宝 供 意见 并 内 恩 整 理 与 校 稿 工作 、 在 
此 表示 沽 谢 。 


"< 了 张 星 分析 * 因 克 党 等 著 清华 太 学 出 版 社 1985 年 出 县 


引言 … 
第 -一 说 


[一 
一 
Cm 


和 


§ 1 


和 
两 点 张 一 妃 pe 1 
ET 


t 


两 点 张 量 场 、 仿 梯 麽 tesserae 1 


$1.2 全 接 麻 tt 11 
入 二 童 ”变形 儿 何 学 pp 25 


§ 2。 


$2 


乡 卫 。 
多 之 。 
§ 2. 
$2 
Er 
之， 
2 
$2， 
$2. 
§2, 


章 


$3. 


和 3， 
§ 3 
§3. 
§3. 
$3. 


业 
人 


变形 个 度 … 本 了 名 
乒 . 面体 元 的 变换 … ee 4 
Canchy -CTeen 变形 张 最 .长度 比 、 面积 出、 人 与 ”52 
Cayehy -Grcen 笑 形 张 扣 的 主 方 同 , 主 长 度 比 -ve 站 3 
应 变 棋 球 … or nr 
谈 形 基本 定理 … | 


10 协调 方程 Pn 于 二 人 人生 和 总 7 


11 


例 ELITEETLETITELITELETLE TE ET 他 站 


1 之 租 对 变形 ， PTE PT TT 102 
运动 学 ,- TTETEETETITEIIY 四 昌 有 中 轨 本 四 日 站 章 和 109 


1 


hh 


声 的 朱玉 方法 ,对 时 间 t 的 亲信 导数 物质 导数 与 空间 


速度 檬 度 、 线 元 , 面 元 与 仁 元 的 物质 导数 ee 132 
变形 率 , 物 质 旋 率 及 其 它 放 罕 er 于 443 
变形 张 量 与 应 变 张 量 的 物 活 导数 .pe 163 
可 速度 梯度 、Rivlin-Erickscen 张 量 …: we + 
相对 变形 梯 魔 Dusy(7) 与 Green 相 寺 内 形 张 吧 cout) 的 


二 于 和 


第 四 章 
§4 


全 十， 


$4, 
$ 4， 
§ 4. 
§ 4. 
$4. 
号 4 


第 五 并 


5 5。 
5 了。 


Ee 


§ 3, 


一 般 沾 理 一 一 平衡 原理 ………… 


,一 般 平衡 方程 :ee 
4。 


2 外力 与 内 力 . 体 力 与 接触 力 、Falser 运动 律 、Cauchy 应 力 
原 理 、 应 力 直 本 宅 埋 让 
3 Cauchy 第 一 运动 律动 且 方 程 》 与 第 二 运动 律 (动量 拭 方 
4 第 一 类 Pisla-Kirchhoff 4 应力 张 最、 Boussinesg 动量 方程 … 
5 第 二 类 Piola-Kirchhoff 应 力 张 量 、Kirchhoff 动 竹 方程 … 
5 ”Hoaoxqnog 动量 方程 与 Sigaorini 动量 方程 pe 
7 各 种 张 量 主 方向 的 美 标 oo 
8 能量 平 入 ee 
9 网 水 等 蕊 于 
1 引言 wt 和 
2 宗 架 , 标 架 灶 括 .标量 , 矢 晤 与 张 量 的 客观 狂 ee 


.3 平 简 的 客观 作 , 江 奈 架 转换 的 另 一 种 解 本 
二 了， ss 


9 9, 


+ 标 架 雹 差异 康 理 CPMI).… oe 
5 Reiner-Rivlir 学 体 一 村 加 无 基尼 原理 PMI 的 一 个 应 用 … 
6 一 般 林 构 方 程 :ee 


和 站 .让 简 童 材料 ， 十 险 材 料 本 


委 站 
§ 


,2 本 构 方 程 的 化 篇 
.3 ”内 部 约束 
$ 6, 


4 拷 料 的 对 称 性 ,各 向 同 丛 eer 


5 545 简单 流标 te 


条 看 


号 了 了。 


时 


.6 简单 固体 ee ts 


1 强健 a 


二 Fe 


267 ， 
202 


$7.3 可 压缩 各 向 同性 材料 的 淘 匀 应 变 之 例 昌 ee 358 


537.4 非 线性 连 媒 介质 为 学 具 方 站 站 ee 352 
57 了 .5 不 可 压缩 各 向 同 性 弹性 材料 和 号 扣 间 
第 几 章 ” 热 弹 性 与 超 弹性 366 
§ 8.1 热 弹 性 材 料 s 和 rereetrrtrterirrtr 3 
自如 ,2 讨论 和 373 
$8.3 起 弹 性 科 某 seer 377 
第 九 章 ”塑性 385 
$9.1 各 向 所 性 三 化 的 拉 塑 性 本 构 关 二 站 ee 386 
53.2 机 动 籁 化 前 万 流动 理论 … Na 
§ 9.3 和 和 引用 
9.4 经 此刻 性 未 格 尖 受 于 tte 站 08 
99.5 人 es 439 


第 一 章 两 点 张 量 场 


5 1.1 两 点 张 量 场 、 偶 梯度 


一 、 定 义 ， . 

设 在 三 维 欧 氏 空 间 中 有 两 个 区 域 ， 例 如 一 物体 在 变形 前 与 恋 
形 后 所 占 的 区 域 统 与 "。 有 时 我 们 也 称 跑 与 -为 变形 而 与 谈 
形 后 的 构 形 。 


”图 .i 


用 大 号 字母 表示 对 应 于 构 形 的 量 , 例如 坐标 {X4}， 拓 径 
P(X<), 基 失 量 GsX*), G"(X*), 度量 张 量 Gys(X*), G(XK) 
等 。 

用 小 写字 母 表示 对 应 于 构 形 。 的 量 ， 例 如 坐标 【zz}， 捧 径 
p(x’), 些 尖 量 g(x*)， (x), 眶 量 张 量 SoC BAC) 等 。 


ts EE * 


张 量 的 并 和 汞 式 中 含有 属于 不 同 构 形 中 的 矢量 果 ， 则 称 张 县 为 
克 点 张 量 。 例 如 
TgG Tig = TgG = TgG, (1.1.1) 


Ss Gg Sg SO = SOE (1.1.2) 
式 中 分 量 Ti ,34 等 都 是 坐标 XXF 与 x+ 的 图 数 , 基 矢量 
GG 和 G4 是 坐标 X* 的 图 数 ,， g, 科 gg 是 坐标 并 的 冰 数 。 分量 之 
间 渴 足 增 标 升 隆 关系 
了 一 CA 一 {1.1.3) 
Sa = Gandy = Grngid = C1.1.4) 
涯 坐标 转换 (X17 一 站 及 x 下】 时 ,分 明 服 兴 张 量 的 稚 标 转 
换 关 系 , 例 如 
小 = Tg 一 
TT,g G1 一 


Ti — BYBY Ta 
Tea si 
起 中 及 等 为 转换 系数 。 在 二 阶 张 量 工 的 上 面 ， 用 记号 "X ”表示 
张 量 的 ”两 点 "性质 ， 前 (部 左 ? 括 量 属于 构 形 (用 右 半 括 强 "> 表 
示 ) ,市 拓 (如 右 ) 矢 量 属 于 构 形 如 (用 左 灶 括 弧 《" 表 示 )。 与 此 类 
似 , 在 二 阶 张 量 S 上 而 ,用 记号 以 》” 表 示 其 两 点 性 质 。 与 两 点 缆 量 
相对 照 , 凡 并 矢 的 矢量 在 同一 构 形 中 的 张 量 ,可 称 为 一 点 张 量 。 两 
态 张 量 与 一 点 骂 量 都 可 简称 为 张 量 。 
高 认 的 两 点 张 县 ,为 简单 起 见 , 一 律 在 它 上 面 用 记号 “《"*》” 表 
示 其 两 点 性 。 例 如 
9 — Ep gg (C1.1.6) 
武 中 分 最 是 坐标 X* 与 x 的 冰 数 。 


| 


{1.1.5) 


在 构 形 腕 与 * 中 的 矢 径 微分 分 别 汶 


dP — GsdX’, dp 一 gil (1.1.7) 
定义 偏 梯度 为 
| Lb 
VP—G* 2 有 PF 一 2 RG (L180) 
Ys Bp to Bp a 
可 站 一 者 下 | Rsrsm， FY 一 Br | xK satsm {1.1.85) 


(1.1.84) 式 中 偏 导数 后 面 的 记号 “XKs*w，xr” 表 示 在 求 导 时 只 变 
化 Xu ， 而 其 他 的 X*(K < M) 和 一 切 的 党 都 保持 不 变 ,， 同 祥 
(1.1.85) 式 中 伪 导 数 后 面 的 记号 “XK。，x*m 表示 一 切 的 全 和 
除 xz” 以 外 的 其 他 x 都 保持 不 变 。 以 后 对 坐标 的 偏 导数 都 按 此 意 
义理 和 解 。 在 本 节 ($ 1.1) 中 我 们 假定 X4 与 是 两 组 互相 独立 的 自 
变量 (坐标 ) ， 暂 不 考虑 它们 之 间 的 联系 ,等 到 下 节 〔5 1.2) 中 再 去 


考虑 。 由 (1.1.8) 式 可 得 9 的 微分 : 
dp = aP : ye 十 加: v9 
— (PV) dP+ (Py) dp 
偏 实 庶 按 基 关 量 的 分 解 式 为 


Cp 


Vo 一 Vup en "GAG Ggeggsig 


(C1.1.9) 


(1.1.104) 


L 攻 


PV = popilinsG GG Gg gggG" 
式 中 右 端 的 分 量 称 为 9 的 分 量 对 于 X* 的 仿 沙 灾 导 数 : 
WD fp = PP so! ! 在 
一 i PD 二 PDB! Th 
pop’ TulThn — PND wThe — Pp Iam tr Tp 
C1.1.108) 


四 池 志 


YY 半 

Ve = Vp ug GGG"g gag 

ty (C1.l.l1ls) 
PV 一 PE GG Gg gstg'g” 

4 
式 中 右 端 的 分 有 量 称 为 mm 的 分 量 对 于 x” 的 偏 协 变 导 数 : 
Vop Dia = pe kim 
人 


一 二 一 Pcplk + PEE IT ms 


Ox 
+ pT — PAT — pT C1.1.115) 
以 后 我 们 用 记号 "9” 误 ": ”表示 偏 导 数 : 
Bu ) 一 ( y= s,s 


OX 
0.,( y= jm = 2 《 ) | x 开 rr 上 四 
虹 
在 构 形 绽 中 的 度量 张 量 为 
= Ga = 一 i (Cr = 一 S33" 二 一 Ds OF 
— Ga, = GG C1.1.12) 


式 中 工 上 面 的 记号 “《* 表 示 前 ,后 关 蝴 部 在 和 构 形 静 中 , 故 工 为 争 
中 的 张 量 。 在 构 形 。 中 的 度量 张 量 为 


nD | 3 3 Pw 一 3 n 
Lo gpg Rg 0 g'gj — 01 ga! 


式 中 上 面 的 记号 “) 六 表示 1 为 ,中 的 张 量 。 

二 、 矢 量 的 平移 ,转移 张 重 

设 在 构 形 弦 的 X< 点 处 有 一 矢量 Y， 在 构 形 -的 六 点 处 厅 
一 矢量 5。 此 两 和 打量 Y 与 的 大 小 相等 ,方向 平行 , 即 一 者 为 另 一 


向 和 由 


者 所 过 平移 的 结果 (图 站 1)。 筷 们 沿 各 自 的 基 矢 量 分 猛 式 为 


rr 一 ohG， 一，Gx 
;) | (1.1.14) 
Vo am 
为 了 要 研究 sz 或 vi 与 或 v; 间 的 关系 ,首先 要 研究 基 矢 是 GG， 
或 G1 与 gi 或 gi 的 关系 。 设 构 形 。 中 的 基 矢 量 通过 构 形 哆 让 基 
矢量 的 表达 式 为 
区 = gi Gs = pai’ 
名 一 下 
式 中 的 四 组 系数 g.. 之 间 满 足 指标 升 隆 关 系 。 而 构 形 腕 中 的 基 矢 
量 通 过 构 形 * 中 的 基 矢 量 表 达 式 则 为 
G4 — gg — ga 
GG = g/g, = gg 
式 中 的 四 组 系数 &... 之 上 蛤 也 满足 指标 升 隆 关系 。 
《1.1.15) 与 {1.1.16) 式 中 的 系数 &.. 均 称 为 转移 系数 。 显 然 ， 

Ed — gi Gs Om Gs ;= Fai 

8 GG =- 一 人 4 。 [i 

Eg =—g Gm + g— g4— gf 

BA— gE GG gg =g 
因此 转移 系数 对 于 其 两 个 指标 是 对 称 的 ,指标 的 前 后 顺序 可 以 对 
换 。 

可 以 证 明 jg 有 与 | 豆 为 送 矩 阵 , 即 


(C1.1.15) 


(1.1.16) 


(1.1.17) 


489 一 于， gu8t 一 全 (1.1.18) 
证 明 过 程 如 下 : 将 (1.1.16) 式 代入 以 下 等 式 
(az - (an 一 8 
得 
8 
故 


gr ge ~ OF 
即 (1.1.18) 之 第 一 式 。 闻 理 ,将 (1.1.15) 式 代 人 等 式 

gE 
可 得 (1.1.19) 之 第 二 式 。 

了 购 个 互 逆 矩阵 的 行列 式 瑟 为 倒数 ,上 艳 

lg: llss l=1 (1.1.19) 
其 实 ,这 两 个 行列 式 的 值 可 以 通过 wW g 与 W G 的 比值 表示 ,这 里 
站 与 £ 各 表示 构 形 省 与 构 形 的 度量 张 最 GC, 与 EP 的 行列 式 。 
设 上 坐标 系 恒 取 为 右手 系 , 则 


Ve = [g, gi fi] 一 Let,, Gs, gi Ge] 
= RE RI LG, Qs, Ge] 


a gf ge VG expec G lg2 | 


故 
[gs | 一 (1.1.20¢4) 
同 理 可 证 
EA -/S {1.1.208) 
EE 


将 (1.1.13) 式 度量 张 量 中 的 后 矢量 从 构 形 .中 平移 至 构 形 
天 中 ,人 诗 到 
4 一 一 (一 
由 此 
1 fig — ggGs = pg = pig' Gs (1.1.21) 


若 将 (1.1.12) 式 度 便 张 最 了 中 的 前 矢量 从 移 形 统 中 平移 至 构 形 。 
中 ,也 同样 得 到 (1.1.21) 式 。 同 理 。 从 (1.1.12) 式 经 过 后 矢量 的 平 
移 ,或 从 (1.1.13) 式 经 过 前 矢量 的 平移 ,可 得 到 


和 大 


tn - 
I= gsG’g' = gig; 一 下 人 人 一人 人 <g (1.1.22) 


和 与 宇 称 为 转移 张 是。 它们 是 度 是 张 量 经 过 前 矢量 或 后 矢 贡 平移 
的 结果 , 均 为 丙 点 张 量 ,转移 张 量 的 分 量 就 是 转移 系数 。 

我 们 知道 ， 麻 量 张 量 与 任何 矢量 进行 点 积 的 结果 就 是 该 矢量 
自身 , 即 在 构 形 级 与 - 中 各 有 


i {a 
.vv = 并 一 下 
3 yy 》 《1.1.233 
TI- v 一 YY 1 一 v 
现在 我 们 来 看 转移 巧 明 与 矢量 进行 点 积 的 结果 。 为 此 ， 先 看 转移 
张 其 与 基 矢 量 的 点 积 。 直 (1.1.21) 与 (1.1.22) 式 本 得 


0 村 
【gd ， 
0 i (1.1.15)} 
lgt—g:l= giG’ ~ gtG 


1. G, = Gs 了 一 gg 一 gg 
， , (1.1.16Y 
I: Gs 一 ft 工 一 gg = pi 

站 外 
由 {11.1.157 式 ，“L ”或 “本 运算 的 结果 ,相当 于 把 构 形 。 中 的 


基 汞 量 平移 到 构 形 纪 中 来 ,而 由 (1.1.16) 式 ,，“.” 或“. 让 的 送 
算 结 果 , 相 当 于 把 构 形 用 中 的 基 矢 量 平移 到 构 形 。 中 来 。 因此 ， 
对 于 任意 的 矢量 v, 我 们 也 有 


Tv 一 yi- (>%) (1.1.24a) 
这 表示 把 矢量 Y 从 构 形 -中 平 秽 到 构 形 家 中 ,而 
T.vy=v.TI-vr (BR .) C1.1.245) 


这 表示 把 矢量 从 构 形 统 中 平移 到 构 形 中。 正 因 为 如 此 ,1 与 
i 区 :为 转移 张 星 。(1.1.2 入 称 为 矢量 平移 公式 。 有 时 ,人 们 往往 把 


有 过 和 


与 苇 莎 张 基 进行 点 各 这 个 运算 省 去 不 号, 那么 (1.1.247 式 就 成 为 。 
| v= . (1.1.24)' 
这 个 式 子 表达 的 意思 就 是 式 两 端的 矢量 大 小 相等 .方向 相间 ,经 过 
平移 以 后 完全 一 致 。 今后 我 们 也 允许 象 (1.1.24) 式 的 写法 。 事 
实 上 ， 上 而 和 鸭 (1.1.15) 与 【1.1.16)》 式 中 若 省 去 转移 张 旺 点 积 不 
写 : 答 好 融 是 我 们 早已 承认 了 的 (1.4.45) 与 (1.4.167) 式 。 
将 式 (C1.1.14) 代 入 (1.1.24) 式 ， 并 利用 (L115Y 与 61.1.163' 式 ， 
可 得 到 和 氛 量 平移 前 后 的 分 量 间 的 关系 : 
”一 fr 4 840 (1.1.25) 
r= pa 一 
更 简便 一 些 , 若 了 蚤 认 (4.1.24) 趟 。， 则 将 (1.1.14) 式 代 人 后 ,并 利用 
(1.1.15) 与 (1.1.16) 趟 ,和 b 间 样 得 到 (1.1.25) 式 。 (1.1.25) 的 名 式 中 
石 靖 的 一 对 旺 指 标 :或 4 显然 可 以 升降 。 (1.1.25) 式 称 为 舌 量 平 
黎 公 式 的 分 量 形 式 。 


三、 张 量 的 平移 


张 筷 可 表 示 汶 并 矢 形 式 ， 其 中 的 矢量 可 以 部 分 地 或 全 部 地 进 
行 平 移 。 例 如 在 构 形 经 中 的 二 阶 张 量 
B ~ BGG 

经 过 部 分 的 或 全 部 的 平移 后 ,得 到 

双 Ta i. B 一 《gaw “ (Bea’G?) 一 EY Busg't® 

= Bsg Cue 
0 和 
Ba=B:1= By Gg = 一 也， (1.1.264) 


3 ba 


Bl-B-.1— gt 8 Bung'g’ 一 Bigig’ 
式 中 - 
126 
* 站 。 


这 里 六 为 构 形 鹏 中 的 张 量 , 间 为 构 形 。 中 的 张 展 ,如 与 总 均 为 丙 


点 张 量 。 同 样 ,由 总 一 Bug'gi 经 过 部 分 的 或 全 部 的 平移 以 后 ,得 
到 


B=B.:.1= Bg’ (Ci.1.270) 
一 1 。 B 。 I B ss Gs 
区 中 

Bii= guB,i, 一 .27 
(1.1.25) 式 以 及 (1.1.265) 与 (1.1.275) 式 说 明 在 两 个 构 形 统 与 
间 的 指标 升 隆 (肥大 写 与 小 写字 母 沸 标 间 的 升降 ) 不 诽 转 移 系 数 来 
实现 的 。 


转移 张 量 1 与 了 是 度 量 张 量 祁 分 平移 的 结果 。 显 然 ， 度 盟 张 


量 1 或 1 的 前 矢量 或 后 矢量 经 过 往返 的 两 次 平移 以 后 , 仍 介 还 原 。 
因此 


i 和 


1.1i=1, 1.1-1 (1.1.28) 
将 {1.1.21) 与 (1.1.22) 式 代 人 人 后 ,就 得 用 (1.1.28) 式 的 分 量 形 式 
gi 8 OF, SigF = 
记 了 世 就 是 前 面 的 (1.1.18) 式 。 直 外 。 瑞 个 张 最 经 过 平移 后 的 点 积 ， 
和 平移 前 它们 的 点 积 是 胡同 的 , 即 平移 不 避 变 点 积 , 例 如 
如 名 了 攻 字 了 中 人 1 多 人 CE 省 4 
A.B=A.D. i.B-A.I.1.B A.I.B 
一 入 -B 
高 济 的 张 量 也 可 注 行 平移 ,例如 假定 在 构 形 入 中 的 张 量 【以 
上 标记 号 尺 必 ”内 示 ) 
YP = PpGAGsGGP 


号 在 构 形 "中 的 张 量 ( 以 上 标记 号 人 和 表示) 


旬 一 区间 ;区 二 
是 相互 平移 的 关系 , 记 作 


ry HE NA 
=1ll LE? 
dt dy yy (1.1.29¢) 


中 汗 中 , 
=illiv 
其 分 量 还 式 为 

ri 一 Eg BET PD 


{1.1.295) 
Yn — 时 pp 总和 


四 、 转 称 张 量 的 偏 梯度 为 零 


在 张 量 分 析 中 已 经 知道 ,度量 张 量 1 与 为 常 张 晶 ， 其 梯度 
为 零 ,好 


ott {i 
有 一 可 [一 Cpc 0 
六 ， :» (1.1,30} 
jy — Vi=0, gt ™— Vagi = 0 
可 以 证 明 转 移 张 量 的 偏 梯 度 为 堆肥 
ot i 
Iy = vi), gax— Vrey 一 
他 了 “oo 
iv = VI ~— 0, gy = Vig 一 0 
We {Oe (1.1.31) 
ly — Vi—0, gfxr= vrgf = 0 
> 这 
lv = VI 6, gi= Vig; ~ 0 


£1 ， 
例如 证 TIY 二 了: 由 


y | 
一 (8 人 1 一 的 
式 中 


+ 


gi (Cg) tt ga 
-= Gt oT Tg G+ Ti 0 


因此 fy 一 0。 在 上 式 的 计算 中 ,对 生 求 偏 导 数 时 ，G, 是 构 形 
侈 中 的 矢量 《只 依赖 于 X*), 故 保持 不 变 。 同 理 可 证 (1.1.31) 中 
的 其 他 各 式 。 由 (1.1.3 日 式 可 知 , 转 移 张 量 和 度量 张 量 一 样 ， 在 进 


行 有 或 交 运 算 时 发 现 为 恒 量 ,可 以 移出 于 算 管 之 外 。 


§1.2 全 梯度 


在 $1.1 中 ,假定 < 与 是 互相 独立 的 自 变量 ,因而 构 形 统 
中 的 矢 径 p(X ) 与 构 形 * 中 的 和 拓 径 Be) 是 互相 独立 地 变化 
的 。 现 在 考 虚 在 P 与 p 之 间 存 在 着 一 一 对 应 的 关系 ( 例 如 了 代表 
物体 变形 前 菏 质 点 的 舌 径 , P 代表 变形 后 该 质点 的 矢 径 ), 即 了 与 
Pp 互 为 限 数 ;: 


pp(tP), P= Pip) {1.2.1) 


由 于 P 与 p 备 由 坐标 XA 与 放 决 定 , 故 上 式 相 当 于 坐标 A 与 x 
互 为 限 数 : 


xi em xi(KA), KA KA) (1.2.2) 
一 、 舌 径 的 梯度 


由 张 量 分 析 , 矢 径 的 梯度 就 是 度量 张 量 中 ,因此 在 构 形 统 中 
与 构 形 " 由 分 别 得 到 


下 [ 让 
vP=Pyv=|l (1.2.3) 
bE } yy 
vp—=py=—1 (1.2.4) 


全 矢 阅 黄 点 知 等 独 * 张 最 分 析 ? 的 .3.18) 式 ;清华 大 学 出 版 福 ， 


现在 我 们 把 事理 衣 为 荐 的 聊 数 plP) ( 记 (1.2.1) 的 第 一 式 ), 在 构 
形 腔 中 考察 ,得 到 的 梯度 由 


宝 
YP — YPp{P) 一 GP — G1 3 
一 Ox tg 
‘ : SpiCP) dp Dr 
—pP)y ~ PI Gt OP OF G1 
PY 一 PP)Y jz De BD 
= x A (1.2.5) 
式 中 
问好 


Fi 
四 4 = XT “Bx 


vp 与 py 互 汐 转 置 ,同人 副 把 P 吏 解 为 Pp 的 梁 数 Pl(pY) ( 记 (1.2.1) 
的 第 二 式 ) ,在 构 形 。 中 考察 ,得 到 P 的 梯度 @ 
VP — VP(p) 一 多 过 tp go OX gxiG, 


Ox DXA Dxi 
dPip) . dP DX* , 
疡 =- 全 = = .一 -一 -= C3 上 
vy (Pp) Err OX dri 各 站 J 如 
(1.2.6) 
式 中 
BX4 = X34 
Dx! 


VP 与 Py 瑟 为 转 置 。 可 以 看 出 ,(1.2.5) 与 (1.2.6] 式 的 yp，bY 
与 VP,， Py 都 是 两 点 张 蛙 场 ， 它 们 的 分 量 转 换 规 律 也 说 明 这 一 


加 按照 后 文中 (本 家 第 二 霞 ) 全 梯度 的 概念 ， 这 型 C1.2.5) 式 中 的 Wp 与 py 应 备 
记 作 口 p 与 Pp. 见 后 《1.2.5lay 式 ， 

辐 扩 照 后 文中 C 木 节 第 二 段 ) 全 梯度 的 焰 念 ， 这 里 Ct.2.6) 式 中 的 YP 与 应 各 
记 作 白 P 与 POD， 风 后 《1.2.505Y 式 


* 了 * 


扩 , 见 


Ox Or’ Ox OX pe 
# _ =— HD 
ENT Ox BX ONT As 
下 8 -i _ 
Xi OX OX” OX xz pgpl x 


Ox BXE Ox: Ox 
利用 矢 径 的 梯度 可 以 计算 矢 径 的 微分 。 若 在 弓 中 沽 赛 
p(tP)， 由 于 自 变量 微分 4P 引起 的 如 为 
dp 一 dp(P) 一 (p¥): dP ~ dP + (Yh) (1.2.7) 
其 展开 形式 为 [利用 (1.2.5) 式 ] 
gdai — (Cr gO) 一 


即 
dri 一 和 人 

同 理 ， 在 中 考察 P(p)。 由 于 自 变量 微分 4p 引起 的 oP 为 

dP ~ aP(p) ~ (PY) .dp = dp (YP) (1.2.8) 


其 展开 形式 为 [利用 (1.2.6) 式 ] 
GadxX Co— (XGg)) * dp — XG dr 
即 
dR RA 
在 矢 径 的 梯度 YP 与 Fp 之 间 存 在 善 关系 。 由 (1.2.7) 与 
(1.2.8) 式 , 即 
dp = dP. (vp), dP = dp.: (VP) 
将 此 两 式 相 互 代 人 ,得 
dp — dp- (YP): (vp), dP = dP (Vp) . (VP) 
由 此 得 
(VP): (vp) —1, (yp)- (VP) mi (1.2.90) 
其 分 县 形式 为 


(8Xd(Bir) BH, (Br)(8 一 中 1.2.98) 
同 理 , 由 (1.2.7) 与 (1.28) 式 , 即 
dp = (py¥). dP, dP ~ (PY). dp 
相互 代入 ,得 
dp — (pV)' (PY): dp, dP ~ (PY). (py). dP 
故 
(p¥): (PY) 一 让 (Pvw) . (py) = 0.2.100) 
其 分 量 形式 为 
Xi 1， XAip = BA (C12 105) 


习题 1L1 利用 并 拓 式 《1.2.5) 与 《1.2.6) 验证 (1.2.94) 与 
《1.2.10e) 起。 


二 、 张 量 的 全 梯度 
日 张 且 分析 知 , 在 构 形 绽 中 张 量 ， 9 的 稀 度 为 


帮 加 


党 -2 Gn YG (1.2.11) 
避 区 
同样 ,在 构 形 " 中 张 基 9 的 禄 度 为 
" 中 | yey 
Ee > 2) , 
Fy — 52g Vp —g: 9 (1.2.12) 
可 Dr 


现在 来 研究 两 点 张 量 9, 例如 (1.1.6) 式 
” 一 pila( Xt, AG GG GX) gag x) (1.1.6) 
9 的 微分 马 屁 (1.1.93 式 , 即 
dp — dP. (V9) + dp (YY¥) 
— (py): dP + (pY). dp (1.1.9) 


种 到 


式 中 运算 符号 本 与 全 的 含义 见 (I.110) 与 (1.1.11) 式 。 
在 本 节 ($ 1.2) 中 4P 与 dp 存在 着 如 (1.2.7) 与 (1.2.8) 式 的 美 
系 。 将 (1.2.7) 代 人 (1.1.9) 式 , 即 在 构 形 统 中 以 P(X4) 为 自 亦 量 
来 考察 9 ,得 
dp — dP (ve + (vp) (V9)) — dP - D9 
~ (gy + (PF) (pV)): dP — FO. dP (1.2.13) 
式 中 口 9 与 9 口 称 为 9 在 构 形 纪 中 的 全 梯度 ; 
DP = ve + (YP): (V9) 
[本 | (1.2.14) 
?如 一 Py 十 (pF) : (py¥) 
其 分 量 形式 为 
Dup pie 一 Vp reek 于 CO 了 
pep! i = PA i fi 于 PA oD jg, mT 
此 式 去 端 称 为 PD 二 对 KY 的 全 苏 变 导数 ， 已 “De 或 凤 号 
“,M ”表示 。 这 里 ， 在 梯度 一 词 与 协 变 导 数 一 词 之 前 加 一 “全 * 字 
表示 已 考 卉 了 在 构 形 “ 中 的 些 标 z 与 基 炙 量 g,, g’ 为 构 形 腕 中 
坐标 %* 的 函数 。 
同 理 , 将 (1.2.8) 代 入 (1.1.9) 式 ， 即 在 构 形 "中 以 p(x') 为 自 


变量 来 考察 pm， 得 


到 = } {ey ty ee 
dp = dp ((VP).: (Vo) + Vo) = dp' (Dev) 


(1.2.15) 


Se 1 Map fey {1.2.16) 
(wv) (Pv) TF pv) dp = (gD): dp 
式 中 口 y 与 9 口 称 为 p 在 构 形 ,中 的 全 梯度 : 
Dy = (VP) . (vy9) + V9 
(1217) 


i > te 1 4 
争 口 (pv): (PY) 二 pv 
" 了 5 


其 分 量 形式 为 

Ce lt COR) Vyp nt + Vn pth 

PB km = PAOD Nm 于 PD Lm 
此 式 堪 问 称 为 Pp 让 对 x” 的 全 协 变 导 数 ， 以 “ 口 。” 与 冒号 
“:m” 表 示 。 同 样 这 里 和 的 “全 ” 字 表 示 已 考 坷 了 在 构 形 统 中 的 上 坐 
标 XY 与 基 矢 量 Gy, G* 为 构 形 。 中 坐标 x” 的 省 数 。 

现在 我 们 来 进一步 讨论 全 梯度 的 意义 。 引进 “全 偏 导 数 ” 记 

号 山 ; 


(1.2.18) 


Hd) 
dxX™ 

全 个 导数 的 舍 义 是 : 在 对 和 水 全 信 避 计时 ,已经 学 下 了 x Oe 
1,2,3) 是 XMM 一 1, 是 , U1) 的 范 数 ,而 只 把 X*(K 雪 M) 看 
作 不 变 。 同 理 , 也 可 引进 记号 ; 

d 0 wy 

人 十 (DX ) 2 ) (1.2.20) 
这 里 ,在 对 x” 家 全 信 导 束 计 。 已 经 考虑 了 Xe 人 M 一 1,1, ill) 是 
Xm 一 1,2,3)》 的 函 获 ,而 上 只 把 wt(r 志 m) 看 作 不 变 。 


由 (1.2.13) 式 , 钊 在 构 形 纪 中 的 全 梯度 实际 上 就 是 


0 二 (Buzom 22 2) (1 2 19) 


rh 
一 Gr" 各 FD -加 Ge (1.2.21) 


而 由 (1.2.16) 式 ,9 在 构 形 - 中 的 多 梯度 实际 上 就 是 


dp 
yr “ry 


口 9 -er 9 口 一 和 gr 《1.2.22 


利用 张 量 和 分 析 中 张 熏 对 坐标 求 导 的 公式 ,由 (11.6) 式 ,得 


图 在 微分 学 中 ;内 有 一 苑 匡 数 导数 才 用 式 ，… 1 )》 的 记号 ;这 里 或 HEXY 
记号 中 的 [是 苦 2 着 1 XJ 二 记 阴 沼 。 - 


二 


时 


人 Le 
Bx = Vup er GG G(X ggigtg Ce) 


Lt 


六 . 
a =— Vip Ma G(X ggsg’ (x") 


式 中 右 端 的 分 量 的 表达 式 已 由 于 【〔1.1.105) 与 (1.1.118)。 科 :用 
《1.2.19) 与 (1.2.23) ,可 得 到 (1.2.21) 的 分 量 形 式 如 前 述 (1.2.15); 
同样 ， 利 用 【〈1.2.20) 与 (1.2.23)}， 可 得 色 (1.2,22) 的 分 量 形 式 
训 前 述 (1.2.18)。 

必须 指出 , 当 构 形 统 的 矢 径 PLX4) 与 构 形 = 的 矢 径 p(x 
之 间 存 在 着 一 一 对 应 的 关系 ,天 而 坐标 和 4 与 允 互 为 函数 如 
《12.2558 时 ,出 现 于 《1.1.108) 与 .118) 式 中 的 偏 导 数 : 


(1.2.23) 


FP (1.2.24) 
鬼 候 取 决 六 和 的 方式 。 例 各 在 
bp “atxXe, 2 ) (1.2.25) 


中 ,如 时 利用 (1. 2 2) 的 第 一 式 ， 将 x** 一 xw* (XX) 代入 ,重新 整理 后 
得 到 


PDCKE) = gp DC TF, x XK)) (1.2.26) 
则 有 z 
SPR) 一 2 pt XK, x) 


3 (1.2.27) 
Br PA nt (XY) 一 省 


得 如 果 利 用 (1.2.2) 的 第 二 式 , 将 X= 二 XK(xr) 代入 (1.2.25), 重 
新 整理 后 得 到 

pw) — pp KER ), F) (1.2.28) 
则 月 


* 全 7 


pix) = 0 


3 ， (1.2.29) 

Br PC) 一 下 
利用 上 述 两 种 不 同 的 演算 方式 所 得 的 偏 导数 (1.2.27) 与 (1.2.29) 是 
不 同 的 ,因而 代 和 人 (1.2.15) 右 端 中 的 偏 协 变 导 数 也 是 不 同 的 ， 但 是 
最 后 所 得 (1.2.15) 左 端 即 9 的 分 量 对 于 X* 的 全 协 变 导数 却 是 相 
同 的 。 同样 ,利用 上 述 两 种 不 同 的 演算 方式 所 得 (1.2.18) 左 端 即 
的 分 量 对 于 x” 的 全 协 变 导 数 也 是 相同 的 。 


、 在 构 形 弦 中 与 在 构 形 - 中 全 梯度 之 间 的 关系 
比较 (1.2.137) 与 11.2.16) ,得 
dg = dP: (9) 一 dn: (by) 
一 (9? 口 ) dP ~ (gD). dp 
将 (1.2.7) 式 代 人 上 式 ,得 
dp = Pp) pp) OP) 
~ (PH) dP ~ (9D) (py) dP 


大 人 Fi 
Dr (Vp): (Dr) 
o 口 (CoO) ) (1.2.30) 
PP "Pp 
其 分 基 形 式 为 
i mr 1 B+ 
[jp eps (Osx I lp Ck (1.2.41) 


Pp Di :Mm PID mT 


同 理 利用 (1.2.8) 式 , 则 可 得 
dp mm ip (vp) (Om) — dp: (DO?) 
~ (gD). (EY) dp = (gO). dp 
要 4 面 


(VP). (DP) = Oy 


dm ' Tu 和 (1.2.32}0 
《9 口 ] (PY) 一 9 口 
其 分 量 形式 为 
《8eX up en 一 Dw my (1.2.33) 
PD NES 一 站 
特例 ,对 于 构 形 腕 中 的 张 最 9。 例 如 
9 一 pda XG GG GG? 
(1.2.14) 与 (1.2:17) 式 简化 为 
Df- 0-  、 
PE + [ 攻 i 1 [ 和 (1.2.34) 
Dre= (VP)}: (ve), PD — (wv) - (PY) 
其 分 量 形 式 为 


门 :sp 妈 np = 一 Yu 人 np 一 tep: 一 Pen 
wp Ep = (OX ) Yup eh ™— AED —™ PCD uN 
Eb | 
同样 ,对 于 构 形 。 中 的 张 量 加 ， 例 如 
$— piutx }ggigte 
(C1.2.177 与 (C1.2.14) 式 简化 为 
各 ， 折 一 知 / 
(3 ， 1 i 7 ‘ {1.2.36) 
DS (yp) (YO), SO — ($v): (pv) 
其 分 量 形式 为 
Dob 一 Vandbiig = Bim — Bikram 
Da 一 【DT 一 


(1.2.35) 


(1.2.37) 


@ 请 读者 症 意 不 妆 链 训 地 使 用 转移 张 旱 ; 写 出 条 上 上。( 口 gp) 一 口 9 这 样 的 错误 多 


站 


* 划 间 二 


习 下 12 ”利用 分 及 等 式 (1.2.15) 与 (1.2.18) 式 验证 (1.2.31) 与 
(1.2.33 ) 式 。 
四 、 转 移 张 量 的 全 梯度 


| 由 (1.130) 式 ,度量 张 量 的 梯度 为 零 。 因此 ， 由 《1.2.34)》 与 
《1.2.35) 二 :度量 张 量 的 全 梯度 也 为 零 : 
-党 - 区 -和 多- 


bE {4 3 


i 一 0 

3 Ya 人 yh 

Dl= vi— ID=Iiy=1 

QI- ID- (1.2.38) 


CleGan — VeGas ™— Ganw — Gagc — 0 
DrGsa = Gaat = 0 
Clg 一 YE 一 
ce 一 0 
可 以 证 明和 转 芒 张 最 的 全 梯度 亦 为 零 : 
DI~ig—0, Du 一 sw 一 0 


了 yy | 
Di=ID=0, Oi gui—= 0 

© a 3 5 
DI= 10D=—=0, Liv = gfu=—=0 (1.2.39) 


LR 站 


DI= 10D=0, Di = gii= 0 
这 是 很 容易 证 明 的 : 因为 由 (1.1.31) 式 转移 张 量 的 偏 和 度 均 汶 雪 ， 
卜 利 用 金榜 吝 公 式 (1.2.14) 与 C1.2.17), 划 得 上 述 (1.2.39) 式 。 事 实 
上 上 ,转移 张 量 只 是 麻 量 张 量 经 过 前 矢 明 或 后 矢量 平移 的 结果 ,作为 
一 个 二 阶 张 量 的 实体 , 仍 是 一 个 常 张 量 。 
例 1 设 9 为 两 点 张 量 : 
"20 < 


-全 


ir 


和 
入 一 了 pa 
经 过 前 矢量 的 平移 后 ,得 到 


人 .} 


四 一 1. 9 一 gf 一 os 
式 中 
pe gf Pa 
求证 


由 人 


i. (wD) — py (1.2.40) 
证 ”由 于 转移 张 旦 了 的 全 梯度 为 零 , 敬 
Ye = oO = gd 
再 利用 (1.2.34) 式 ,好 可 得 (1.2.40} 式 。{1.2.40) 式 的 分 有 量 形 小 为 


有 se = 人 P 币 ;e C1241) 
全 2 设 员 为 在 构 形 - 中 之 矢量 ,平移 至 构 形 弦 中 后 成 为 
全 ”， 
= EE. wu 


求证 
人 y+ 《和 
I. (uy) = uD 
证 “因为 my 为 构 形 -中 的 张 量 ,上 必 由 (1.2.34) 式 
sy 一 让 
又 因为 转移 张 量 工 的 全 简 度 为 且 , 故 得 : 
i Ca) 一 1 rl) = (1. WD = uo 
最 后 扒 出 几 点 : 
(1) 要 注意 坐标 与 矢 拓 分 最 的 区 别 。 XA 与 x 各 为 构 形 鹃 
和 与 “中 的 举 标 。 它 们 都 不 是 矢量 的 道 变 分 量 。 但 是 坐标 的 微分 
4X4 与 2xf 则 不 同 ; 由 (117)] 式 ，dX4 是 构 形 鹃 中 基 量 中 的 逆 
变 分 量 , 而 dx: 出 是 构 形 。 中 天 其 dp 的 道 变 分 量 。 在 构 形 统 中 


" 已 1 * 


进行 坐标 转换 X4< >X2 了 时 , dX4 与 dX 之 间 服 从 矢量 道 尽 分 
量 的 坐标 转换 规律 : 
- 禾 w，- 吕 
同 栏 , 在 构 形 * 中 进行 坐标 转换 x'* 一 x x” 时 ， dx! 与 dx” 之 间 服 
从 矢量 闭 变 分量 的 学 祭 转换 规律 ; 
Axi ，， i Br 
和- dr, dr 一 Ey dx 
(2) 在 张 量 分 析 中 我 们 已 经 知道 笑 量 分 量 对 于 坐标 的 篇 导数 
并 不 和 构成 张 革 的 分 县 ;而 对 于 举 标 的 协 变 导数 才 构 成 张 量 的 分 量 。 
例如 设 有 构 形 党 中 的 舌 量 避 与 构 形 中 的 矢量 和 a: 


dX dx” 


dr! = 


LU UACRM)G (NY) (12.42) 
Uo= wr gx) (1.2,43) 
则 它们 的 篇 梯度 为 
wuU = VUGGs, Uw 一 攻击 人 人 《IT 2440) 
VU — 0, Uy—0 (1 2.445) 
及 
vu — 0, uv—0 (1 2.450) 
Vu 一 Ving'gi, UV 一 ojg (1.2.455) 


如 果 在 矢 径 王 与 之 间 存 在 函数 关系 【1.2.1)， 因 和 而 在 坐 蒜 X4 
与 之 间 存 在 函数 关系 (1.2.2), 则 由 (1.2.14) 与 (1.2.17) 式 。 WU 的 
全 梯度 为 


口 U — VU, UO = UY (1 3 465] 

OU (YP) . (VU), UD=(UY)- (PY)(0L2.46b 
甚 分 划 形 式 为 

[7 一 YL， 卫生 一 入 C1,2,462) 


" a+* 


四 ,BF4 一 (BINJSruE4， Ud ULRY {1.2.465Y 
市 的 全 梯度 为 
Gu (¥p) (YO, oD 一 (av (py) (1.2.476) 


Ou = wa, 4 一 uv (1,2.475) 

其 分 如 形式 为 
Da — (Oxr) Vs Mia int (C1.2.47a) 
Llw = Vis!, Wi = tj (C1.2.475)" 


如 果 把 矢 径 P 当 作 0, 矢 径 p 当 作 4, 市 且 反 PP 与 p， 因而 
4 与 xw 当 作 互 相 独 立 的 量 { 见 $1.1), 则 P 了 与 p 的 偏 梯 度 为 中 


vP—Py=1 (1,2,489) 
vP—~Py=0 (1.2.485) 
及 
Vp— pV 一 作 《1.2.49o9 
Vvp 一 py 一 (1.2.495) 
而 全 与 的 全 梯度 则 为 
+ { < 
OP -= 了 PP -= 上品 -= Py=1I 【1.2.505 ] 
DP 一 vP(p) 一 HXgtsy 
， ， (1.2.508) 
PO = P(p)Y — XG,g’ 
与 
: ft 
Dp 一 VP) 一 0x Gg 
(1.2.3510) 


pO 一 p(P)Y — *isgiG1 


Se 


加 这 里 《1.2.488) 式 与 以 前 C1.2.6) 式 的 差别 《1.2.49a》 式 与 以 前 (1.2.5》 
式 的 差别 是 因 为 这 里 拒 B 与 里 当 作 互相 独 空 的 鳞 ii 趟 考 虚 它们 之 同 的 联 统 。 
C1.2.5) 与 C1.2.6) 世 各 相当 于 这 里 的 (1.2.518) 与 C1.2.508)》 式 。 


| 


Op 一 yp 一 p 口 一 py 一 (C1.2.516) 

由 上 面 的 (1.2.505) 与 (1.2.51a) 式 ( 即 以 前 的 (1.2.6) 与 
(1.2.5) 式 ) 可 见 坐 标 ww (或 半 4) 对 于 和 (或 如] 的 偏 导数 ”4 (或 
X#) 构成 两 点 张 员 的 分 最。 这 是 和 上 文 第 (1) 点 所 指出 的 坐标 本 
身 不 是 天 量 分 量 但 坐标 的 微分 是 矢量 分 量 这 一 事实 密切 相关 的 。 
本 来 :坐标 不 是 矢 景 分 量 ,不 能 求 起 变 导 数 ， 亿 以 后 为 了 方便 侈 许 
洲 用 协 变 导数 的 记 法 , 台 约 定 : 

FAT Na Ko Og + Yar = har’ 

XS XA XI AXA TRA XA 和 
这 及 
Biixiy 一 3 Na a Bar = Var — Lax, 
GA OXa— VXa™— LlXa C12.53) 

(3) 显然 ， 在 张 别 分 析 中 的 本 分 变换 公式 【如 Green 公式 ， 
Stokes 公式 等 )，、 只 溉 把 其 中 的 Hamilton 算 子 多 改 为 口 ， 则 
对 两 点 张 量 场 问 样 适用。 


人 可 


第 二 章 变形 几何 学 
$2.1 运动 与 变形 


在 本 节 中 我 们 将 研究 连续 体 变形 的 几何 性 质 ， 问 题 完全 不 涉 
及 到 力 , 因 此 是 一 个 纯 儿 何 问题 。 

图 2.1 示 一 物体 在 运动 , 即 其 杭 形 随 善 时 间 “而 变化 。 设 在 
某 一 读 始 时 刻 5, 物体 的 构 形 为 鹃 ,两 在 时 刻 上 其 构 形 为 =*; 汶 了 
表示 构 形 * 随时 间 * 而 变化 , 可 记 作 站。 构 形 弦 可 称 为 参考 
构 形 。 从 物 形 以 到 构 形 wt 的 变化 ,或 者 说 ;下列 变换 

Pe Re rpE "(i) 

就 构成 物体 的 运动 。 在 本 章 中 研究 物体 的 变形 ， 即 暂且 把 z 当 作 
一 个 固定 的 值 ,而 第 三 章 , 则 研究 物体 的 谈 形 速率 ， 即 把 + 当 作 变 
化 善 的 参数 。 

以 后 约定 在 攀 形 统 中 的 量 以 大 写字 母 表 了 示 ， 在 构 形 >* 中 的 
量 则 以 小 写字 母 表示 。 在 必要 时 ,为 了 区 别 酚 构 形 中 的 矢量 ,按照 
第 一 章 的 办 法 , 在 构 形 综 与 * 的 矢量 上 各 训 上 去 括 卫 “5” 与 右 括 
跌 ”记号 以 示 区 别 。 第 一 章 全 部 的 结果 都 可 以 应 用 到 这 里 来 ,而 
不 必 再 另 作 说 明 。 

取 天 为 Lagrange 坐标 , 即 物质 坐标 ,而 六 为 Euler 坐标 ， 
寻 泽 同学 标 。 因 此 ,在 构 形 弦 中 的 天 径 P 是 Lagrange 坐标 4 的 
六 数 ,可 记 作 P(X+)， 而 在 构 形 * 中 的 矢 径 P 是 Euler 坐标 关 的 
沙 数 ,可 记 作 pz yo 若 把 已 或 天 省 作家 变量 ,区 pp 或 刀 各 为 
其 图 数 ;: 


bY 


C3) Logronge 坐 控 


物 形 玫 
! 地标 { xz 
， 


(tb) ler 出 柠 


疼 2.4 
入 一 P( 卫 ， 1)， 或 ri 一 文人 和 4 :) (2.1.1) 
若 反 pp 或 *' 当 作 由 变量 , 则 已 或 xx: 各 为 其 多 数 : 
PPtp,1)， 或 X44 一 XA(x', 1) {2.1.2) 


在 以 上 二 式 中 ;为 参数 ; 由 于 物体 在 运动 , 这 些 消 数 部 家 炳 于 i 
连续 性 公 捍 假定 (2.1.1) 与 (2.1,2) 式 的 次 数 是 连续 , 单 入 ,可 微 而 且 
有 逆 的 《实际 上 (2.1.1) 与 Q2.1.2) 式 的 函数 互相 为 道 国 驹 )， 因 此 
Jacobian 行列 式 不 等 于 零 : 

lxial 0， IX4| 妆 0 


[2.1.1) 与 (2.1.2) 式 中 的 函数 有 逆 且 为 单 值 ， 这 说 明 材 料 的 不 可 消 
失 性 与 不 可 滩 透 性 。 
以 器 表示 物体 内 各 质点 的 位 移 饼 量 。 设 构 形 统 中 的 矢 径 下 
与 构 形 * 中 的 舌 径 p 以 同一 点 为 起 点 (图 2.1), 则 有 
p=P+ru (C2.1.3) 


位 移 u 可 以 看 作 是 构 形 腕 中 的 矢量 , 记 作 u， 可 按 构 形 中 的 


基 和 所 量 分 解 ; u 也 可 看 作 是 构 形 = 中 的 矢量 , 记 作 u。 可 按 构 形 。 
中 的 基 矢 重 分 解 。 


$22 坐标 系 


在 构 形 腕 中 ,采用 物质 坐标 系 《X 分 ， 矢 径 呈 为 坐标 X“ 的 
oaP 


一 (2.2.1) 
舌 径 的 微分 为 
dP ~— dX4 =— GdX’ (2.2.2) 
以 最 表示 线 元 4P 的 长 度 , 则 有 
(das¥y = dbp- dP — GsdX dX? (2.2.3) 


在 移 形 中， 采用 空间 坐标 系 {x 个 ， 失 径 p 为 坐标 *' 的 函 
数 , 故 协 变 基 矢 量 为 


££; 二 Hr 一 Pp (2.2.4) 
矢 径 的 微分 为 


dp 一 SP dr’ — gidx! (2.2.5) 


而 线 苑 长 流出 的 平方 则 为 


(d= dp dp gidridxl (2.2.6) 
位 移 矢 量 qu, 可 以 在 构 形 鹃 由 考察 , 记 作 口 ， 也 可 在 构 形 - 
中 考察 , 记 作 u。 它们 的 分 解 式 为 
d= HG (2.2.7) 
与 . 
下 一 wi (2.2.8) 


a 和 是 大 小 相等 ,方向 相 富 的 矢量 , 可 以 认为 它们 互相 是 经 过 平 
称 的 结果 : 
ul-.u, ui.a (2.2.98) 


其 分 量 形式 为 
wi pi WO pn (2.2.95) 
， 在 构 形 -tj 中 也 可 以 采用 Lagrange 会 标 X4。 它 是 一 种 随 
体 坐 标 ( 旭 物质 坐标 )。 在 此 从 标 系 中 ， 矢 径 Bp 为 坐标 六 * 与 时 间 
xz 的 园 洲 p(X*, 1)， 协 变 基 矢量 为 
op 
EA 
式 中 在 对 XX 求 偏 导数 时 ,时 间 * 保持 不 变 。 对 于 固定 的 时 刻 1， 
Euler 坐标 x' 与 Lagrange 坐标 忒 4 被 看 作 是 在 构 形 * 中 襄 以 瑟 
相 转 换 的 两 种 坐标 系 。 此 时 可 将 坐标 系 站 记 作 4XA, ;以 强调 
这 其 在 构 形 *(#) 中 采用 的 < 的 坐标 ,并 与 构 形 以 中 的 1 人 各 
标 系 机 区 列 。 


{2.2.10) 


帮 4 一 


一 、 在 构 形 -(t) 中 的 两 种 坐标 系 {xi} 与 1 ti 


将 图 2.1 在 构 形 -~(o9 中 对 应 于 两 种 坐标 系 即 Euler 坐标 系 
{x 让 与 Lagrange 随 体 坐标 系 {X< 中 的 各 种 几何 一 对 申 好 下: 
. 38 和 


眩 标 系 {人 


协 半 基 : 

; 一 { 2.2,43 
首 恋 基 : 

EF 
舌 径 微分 : 


dp— gadr (2.2.10) 
对 个 条 件 : 
区、 gi— 81 (2.2.11) 
度 奸 线 量 的 分 量 : 
Bi ™ gi " Ei 
2 gg 
对 人 帆 基 矢量 的 关系 : 
Bi 
名 一 gE 


(2.2.12) 


《2.2.137 


{X21 
_ Op 
5 BX7 
a" 
dp — EsadX” 
g*- ge—= 8 


BAB — Ba * gs 


度量 张 量 的 协 穹 与 小 挛 分 盟 的 关系 : 


8 一 ggg (2.2.14) 


了 

工 一 gg'g 
EEE (2.2.15) 
一 Hi 
一 Fg 


对 于 坐标 X* 的 转换 (XA<> 六" )， 


a 

4 一 84 

g’ 一 8 gp 

ge 一 Seng ge® 


| 一 gapg’ 人 
— 8 "EAgs 
一 六 gg 
一 Hg Ka 


(2.2.4) 


(2.2.10) 


(C2.2.11) 


(2.2.12) 


(2.2.13) 


(2.2.14) 


(2.2.15Y) 


848， #84 服从 张 量 分 量 的 转 


换 独 律 , 而 对 于 坐标 x' 的 转换 【x'< 一 x")，gijs 8 也 服从 张 量 分 
量 的 等 换 规 律 。 对 于 疝 定 的 时 刻 :, Buler 坐标 * 与 Lagrange 坐 
款 坏 ”之 闻 电 是 一 种 举 标 转换 ， 四 此 有 关 的 量 也 服从 张 重 的 坐标 
转 热 天 系 , 例 如 在 基 矢 最 之 间 与 院 量 张 景 分 量 之 问 癌 


Ow (2.2.16) 
Ox’ ,OX 
容 一 立 有 二 8 Hr 
pg BX: HX ~ Bx’ Oxi 
了 了 | dx: 5 3? B48 了 问 半 A ANH (2 ， 17) 
pO Bx gy OX DXE 和 
SE TE XANS? § TE Hx Ox 


这 里 ,在 求 两 组 坐 慰 癌 的 人 情 导 数 时 ,保持 时 间 “不 变 。- 

以 aP 表示 在 变形 前 的 构 形 即 俭 考 构 形 腕 中 的 线 元 ， 网 
{2.2.2) 式 , 它 的 长 诬 43 的 平方 风 (2.2.3) 式 。 此 线 元 aP 在 变形 后 
的 构 形 " 中 变 成 dp, 其 长 度 的 平方 为 (dz)?'。 车 已 知 在 构 形 "中 
的 训 量 张 量 分 剖 845【 用 《2.2.127 了 区)。 可 计算 ( 灾 太 ; 

《一 多 5 他 在 二 可 大 于 
上 式 可 写作 以 下 的 形式 : 
(ds = (Grdx™) (gasG ) . (GrdxXr) 
外 。 
(dp dP:€.aP (2.2.18) 
式 由 


| 
C 人 ,at Cs = CB Ge, C se A FAB {2.2.19} 


站 是 构 形 名 中 的 张 量 , 称 为 Green 变形 张 晤 ,或 称 为 帮 Cauchy- 
Green 变形 张 量 。C 的 协 变 分 量 C4s 在 数值 上 与 gs 相等 ,其 
实 就 是 把 go 改写 为 “4p， 然 后 配 二 变形 前 构 形 呢 的 逆 谈 基 矢 
量 G4 与 Ga 的 结果 。 如 果 我 们 把 gx 配 上 变形 后 构 形 - 的 逆 变 
基 欠 最 g4 与 g?, 那么 得 到 的 是 变形 后 构 形 。 的 度量 张 量 ， 即 前 
《2.2.15) 式 : 

i — BaAn 搞 ”=-= BE BABs (2.2.1 5Y 


中 村 二 


比较 上 价 的 (2.2.19) 与 (2.4.15)” 式 , 可 知 虽然 Cam 一 gdz， 但 
C3 g 人 8， 因为 C 澡 是 由 Cep 到 用 移 形 弦 中 的 度量 张 量 使 指 
标 上 和 而 得 : 

CE CpG CGD (2.2.20) 
而 g 人 3 则 为 由 geo 利用 构 形 = 中 的 度量 张 员 使 指标 上 升 的 结果 ， 
即 以 前 的 (2.2.14》 式 ; 

BA2 me pong Cg? (2.2.14)} 


后 我 们 将 把 g42 记 作 C48 [出 式 (2.5.4)]。 
在 连续 介质 力学 中 。 常 把 变形 后 的 构 形 - 中 Lagrange 坐标 
系 的 协 变革 矢 就 ge 平移 到 变 江 前 的 参考 构 形 天 中 来 ,并 改 用 大 
写字 母 记 作 C4, 因此 按 矢量 的 平移 公式 〈1.1.249) 


3 
C, = 1 " BE 
县 因 gs 一 4 “gp， 此 有 
Cg 一 Ca Cs 


利用 在 构 形 “ 中 协 变 基 矢 基 的 坐标 转换 公式 (2.2.16) 以 及 基 矢 量 
平移 全 (1 1.15) ,C, 可 窟 作 
C， 一 1 Ex 5 一 34 人 C2.2.1907 


以 Ga 表示 出 已, 利用 度 最 张 明 GAP 上升 指标 的 结果 , 即 


C1 — GAKE (2.2.21) 
将 {2.2.10) 代入 (2.2,21) 式 ,得 
C4 一 G4KztpaG， (2.2.21Y 


这 里 要 特别 注意 ， 最 然 C4 是 gt 从 均 形 -平移 到 构 形 到 中 的 结 


果 , 但 是 C1 决 不 是 g? 的 平移 引 果 ,因为 与 (2.2.21) 式 相对 照 。 由 
{2.2.13】 式 


s $1 * 


gE ~ ggxk 
这 个 关系 显然 不 同 于 (2.2.21) 式 。 通 常 把 g 人 从 构 形 - 平移 双 构 形 
弦 中 的 结果 记 作 C4, 以 东区 别 于 C*， 即 
Cf. 
下 
Ca eC 
以 C 表示 击 C4 利用 构 形 中 度量 张 量 G4s 使 祁 标 下 降 的 结 
果 , 即 
C= GrCr 
同时 ,以 Cs 表示 由 C4 一 g49 利用 构 形 鹃 中 度量 张 熏 G4s 使 
指标 下 降 的 结果 , 即 
Cas 一 CcpGicGap 
故 
Ca—C,.C, 
利用 构 形 - 中 逆 变 基 矢 量 的 坐标 转换 公式 (2.2.16) 与 基 矢 县 平 移 
公 臣 (1.1.15) ,上 式 可 写作 
Ci I. gt OX xhgiCs (2.2.19)" 
Dx* 
由 于 构 形 - 中 基 矢 量 g* 与 gs 满足 对 偶 条 件 (2.2.11)' 式 ,因此 它 
们 从 构 形 -平移 至 构 形 统 后 显然 也 满足 对 偶 条件 , 即 
CCam gl) (gs) = gg = 04 (2.2.11)" 
上 式 经 过 利用 构 形 家 中 的 度量 张 量 G4s 升降 指标 以 后 ,成 为 
C， .Ca 一 53 [2.2.1137” 
由 (2.2.20) 与 (2.2.217 式 可 得 
电 3 


人 43 一 (Ce , Cp)GAGIPD 一 4, 3 
因此 Green 变形 张 量 尼 (2.2.19) 式 可 写作 
Co CCG 一 (CS CGAGS 
一 CG, 一 (CC “ CIIG Gs 
当 已 知 x 人 (站 4, 1) 与 gj 时 ,可 以 利用 (2.2.17) 的 g48 式 米 计算 CC xs: 


a (2.2.195)’ 


(2.2.190)" 


Cas 一 84B 一 Eri- 


容易 验证 ，Green 变形 张 量 站 之 赣 亿 在 基 矢 量 中 的 分 解 式 为 
C = C45G Gs = 一 (C4 * CG ,Gs 
= CsGIC == (Gs ” CDJG4Gs 


(2.2.192)" 


式 中 : 
一 ;OX HEE 
全 去 站 md - _ 
2 Ox Ox! 


(2.2.190)" 


二 、 在 构 形 统 中 的 黄种 坐标 票 {XX*} 与 x’, fo} 


由 于 X4 是 随 体 誉 标 ， 图 2.1(o) 中 梅 形 绽 与 构 形 “中 的 
坐标 线 (X* 坐标 线 ) 是 由 相同 的 物质 质点 组 成 的 ,同样 在 图 2.1(8) 
中 也 可 以 由 构 形 *( 站 中 的 坐标 线 去 寻找 在 构 形 绝 中 由 相同 的 物 
质 质 点 组 成 的 线 。 如 果 把 x' 当 作 随 体 笃 标 来 使 用 , 那么 这 些 线束 
是 在 梅 形 家 中 六 的 给 标 线 。 我 们 把 构 形 "中 的 随 体 坐标 ” 记 
作 {9 ti， 以 强调 这 是 在 梅 形 鹏 中 来 用 的 *' 坐标 ,并 与 构 形 * 
中 的 {z] 坐标 系 胡 区别。 注意 在 图 2.1(a) 中 ， 构 形 腕 中 的 区 
坐标 线 是 固定 不 变 和 的 ， 而 构 形 "ka 中 的 和” 誉 标 线 则 是 随时 间 # 
而 变动 的 。 同 桩 ,在 图 2.1(8) 中 , 构 形 "中 的 x' 坐标 线 是 固定 个 
变 的 ,而 构 形 巡 中 的 * 坐标 线 则 也 是 随时 间 * 而 变动 的 。 

现在 把 图 2.1 在 构 形 绽 中 对 应 于 了 酚 种 坐标 系 即 Lagrange 坐 


和 


标 系 [区 4} 与 Euler 汐 标 系 {9。 al 的 各 种 几何 量 对 照 如 下 : 


坐标 系 { 到 4 {x’, #0} 
恋 变 基 : 
oP 8P ， 
一 了 = - .2 
心 DC (2.2.1) 人 ， Br tC2.2.1) 
遂 谈 基 
二 | 全 
和 据 径 伍 分 : 
dP Gad’ {2.2,27) dP 一 (dx (2.2.22) 
对 候 条 忻 
ap 一 全 (2.2.23) 人 《2.2.23 了 
度量 张 量 的 分 量 : 
Gra = Gr (zs Gi 一 人; (zi r 
CA CGA. Cs (2.2.247 iC (2.2.24) 
对 人 悟 基 矢量 的 关系 : 
Gs 一 Ga G, =— Gi 
.23 2 " 
Ga = C450, (2.2.23) Gi — CiiG, C2,2.25) 


度量 张 量 的 协 变 与 逆 变 分 量 的 关系 : 
GH GepG GD (2.2.26) GF 一 GuGRGON (2.2.26Y 
度量 张 量 ;: 


I~ GoGGr = GGG T= 0G GIGG, 
— GA 一 SiG 一 Ht = FG 
(2.2.27) (2,2.27)' 
对 于 坐标 六 < 的 转换 《X14e 一 > 站)，G4gs GG 信服 从 张 最 分 总 
的 转换 规律 ， 而 对 于 上 坐标 x 的 转 撞 (x 一 x")， jG" 也 服从 
张 量 分 量 的 转换 规律 。 对 卫 闫 定 的 时 劾 1, Euler 学 标 *' 与 Lag- 
range 举 标 站 < 之 间 也 是 一 种 坐标 转 模 ,| 因而 有 关 的 量 也 最 从 张 藤 
的 转换 关系 , 例 妇 在 基 矢 量 之 间 与 度 研 张 重 分 其 之 间 有 


和 计生 申 


GX, GG 


和 有 区 
(2.2.28) 
CC rr C4 HX 
一 SG Bx 一 G 5 
站 区 DE Bx’! Oxi 
Gnd 2 Gum6, 
Oi 8 ex: Axi 人 DR HRB 
a (2.2.29) 
1 AB Os On OF 一 Pest OX 02 . 
C=0 DK OX? Dri DU 


类 似 于 (22.17) 式 ， 这 里 在 求 两 组 堡 标 问 的 偏 导数 时 ,保持 时 | 邮 # 
不 变 。 
以 dp 家 示 在 变形 后 的 构 形 “中 的 线 元 , 见 (2.2.5) 式 , 它 的 长 
度 恬 的 平方 见 (2.2.6) 式 。 此 线 元 中 对 应 于 在 变形 前 的 参考 构 形 
慨 中 的 反 , dP 发 旺 的 平方 为 (45)》。 由 变形 前 询 形 弦 中 的 度 
量 张 量 分 量 Gi ( 见 (2.2.24)' 式 ), 可 计算 (ad3); 
(ds) = Gadx'dri 


上 式 可 写作 
(dS) ~ (gdx) " (GEE ) * (gdx’) 
风 
(dS = dp- e ，Hp (2.2.30) 
式 中 
< = ,EE 6 == Gi {2.2,.31) 


< 是 构 形 - 中 的 张 量 , 称 为 Cauchy 变形 张 伟 ,其 逆 c 称 为 左 Cau 
chy-Green 变形 张 电 。 c 的 过 变 分 量 zi 在 数 恒 上 与 Gi; 相等 ， e 
其 实 就 是 把 6;; 改写 成 ca， 然后 配 上 变形 后 的 形 * 的 首 变 基 矢 量 
g' 与 gi 的 结果 。 加 果 我 们 把 Cj 配 上 变形 前 构 形 鹏 的 基 矢 量 心 : 
与 在 i, 那么 得 到 的 是 变形 前 构 形 统 的 度 显 张 量 , 即 前 (2.2.277 式 

T 一 他 = GOO, {2.2.27)" 


* $5 " 


世 较 上 面 的 (2.2.3 和 与 (2.2.277 式 ,可 知 昌 然 6 一 Gn 全 so 大 

G"， 轩 为 是 由 cwi 利用 构 形 * 中 的 度量 张 量 使 指标 上 升 而 得 : 

CE cng'tgi (2.2.32) 

而 GY 则 为 由 Ga 利用 构 形 静 中 的 度量 张 量 使 指标 上 升 的 结案， 
即 访 前 的 (2.2.267 式 

Go 一 GUGAGP (2.2.26Y 


以 后 我 们 将 把 G7 记 作 23[ 网 (2.5.6) 式 ]。 

在 连续 介质 力学 中 ， 常 把 变形 前 的 物 形 统 中 Euler 坐标 和 
(时 刻 * 轩 定 ,用 作 随 体 坐 祭 ) 的 协 变 基 矢 量 马 ,平移 到 变形 后 的 构 
形 - 中 来 。 并 改 用 小 窟 字母 记 作 e;， 因 此 按 矢 量 的 平 秘 公式 
Cl.1.246) 


' yt 
ec: G, 


且 因 Gi 一 (zz，. Gi， 页 有 
利用 在 梅 形 统 中 协 变 基 撩 量 的 给 迫 转 找 公式 (2.2.28) 与 起 矢量 
平移 公式 (1.1.16》;, 上 式 可 写作 


? 


&, = i. (zy ax“ 一 Xpig, (2.2.22)" 
| Ox 
以 人 表示 由 利用 度量 张 量 62 使 指标 上 升 的 结果 , 即 
Ge (2.2.33) 
将 (2.2.22》 代 入 (2.2.33) 式 ,得 
c — pIX eh (2.2.33)° 


这 里 也 要 特别 注意 ,虽然 e 是 G, 从 构 形 更 平移 到 - 的 结果 。 但 


是 决 不 是 G 的 平移 的 结集。 因为 与 〔2.2.33) 式 相 对 辕 ， 册 
{2,2.25¥ 
G: 一 GG, 


3 匀 


这 个 其 系 显然 不 同 于 (2.2.33) 式 。 通常 把 局 : 从 构 形 纪 平移 到 构 
形 - 中 的 结果 记 作 &, 以 示 区 别 于 ei, 即 

er _ I .人 
破 


一 


co = 一 (i < ei . os 

以 表示 出 利用 构 形 “中 度量 张 量 gj; 使 指标 下 降 的 结果 , 即 
c, 一 Re 

向 时 ,以 cy 表示 由 此 一 G# 利用 构 形 < 中 度量 张 基 ki 使 指标 

下 降 的 结果 , 即 


一 了 一 1 
Ci Chipagil 


=- —!l -1 
i 二 ,© 


利用 构 形 党 中 逆 变 基 矢 量 的 坐标 续 换 公式 (2.2.28) 与 基 舌 最 平移 
公式 C1.1.16) ,上 式 可 写作 
eI. G4 3 二 (2.2.22)" 
由 于 构 形 家 中 其 关 量 与 人 G; 满足 对 价 条 件 (2.2.23》 式 ， 因 此 
它们 从 构 形 豚 平移 到 构 形 > 后 显然 也 满足 对 俩 条 件 ,好 
oi. Ci 一 (I G') - (i. G) = GG ~— 8 (2.2.23)" 
上 式 经 过 利用 构 形 。 中 度量 张 量 gj; 开 降 指标 以 后 ,成 为 
coi 一 8 {2.2.23)”" 
由 (2.2.32) 与 (2.2.33) 式 可 得 
si (eh eet et. ei 
因此 Cauchy 变形 张 量 6 (2.2.31) 式 可 写作 


和  ' 纯 


e cj = (€, " cpp 《2.2.31 了 
一 “gg (0 ©)gg; 
当 已 知 AY 和) 与 G4 时， 可 以 利用 (2.2.29) 的 Cr 式 来 计算 
Ce 


六 过 地 [3 
jm Gs SX OX 


4 Dx Dx 
容易 验证 ，Cauchy 变形 张 量 e 的 道 , 即 堪 Cauchy-Green 变形 张 
量 <， 在 其 矢量 中 的 分 解 式 为 


3 一 一 上 一 各 


C= 0 spe egg; 
— cgg' = (0. eg'gt 
习题 2.1 证 明史 
Ge 一 Co.g 一 2X4 
gC i. GG = Y's 
1 提示 ] 可 利用 (2.2.16) 与 (2.2.28) 式 。 
三 、 应 变 张 量 


我 们 来 和 汁 算 物 体 在 变形 前 与 变形 后 ,如 在 构 形 忱 与 均 形 = 中 

线 元 长 度 平 方 (ds 站 与 (dS 之 差 。 若 采用 Lagrange 坐标 即 嘱 

中 的 1X4) 上 与 * 中 的 { 芝 *, 1 ， 则 由 (2.2.3) 与 (2.2.18) 式 ， 可 得 
(一 (SP 


一 2aP.E .aP (2.2.34) 


加 当 出 现 届 于 不 巾 掏 形 { 例 如 迪 与 * ) 的 两 个 和 天明 点 积 肝 ;可 以 理解 为 把 它们 中 的 
一 个 平 称 至 男 一 个 也 坯 的 掀 形 中 ,然后 进行 版 积 。 即 可 将 区 转移 张 基点 积 的 运 
算 行 志 示 号 。 


3 


武 中 


A t 


(C—D= ECG:G? 


(2.2.35) 
1 
五 4 一 pa (C49 — G45) 


9 为 构 形 跑 中 的 张 量 , 称 为 Green (或 Green-3t. Venant)】 应 变 
张 量 。 同样 ， 若 采用 Euler 坐标 即 腕 中 的 {x 人， 4} 与 “中 的 
tx 省 ， 旬 由 (2.2.6) 与 (2.2.30) 去 ,得 


nn 3 
(dy — (dSY = dp'l:dp— dpe:.dp 


和 
— 2dp-e. dp (2.2.36) 
式 中 


3 yy YY 
eC (1 ec) 一 ee! 
| 
ej 一 > (gi 一 cj) (2.2.37) 


6 汶 构 形 = 中 的 张 量 , 称 注 Almansi (或 Almansi-Hamel) 应 变 研 
量 。 


523 变形 梯度 


在 变形 前 的 参考 构 形 哆 中 的 线 元 则 ,变形 后 志 成 构 形 “(#) 
中 的 线 元 dp。 由 (2.1.1) 与 (2.1.2) 式 ， 对 于 加 定 的 时 刻 1 矢 径 P 
与 下 瑟 为 函数 。 央 此 ,由 (412.7) 与 (1.2.8) 式 
jp 一 dp(P, ~— (pV) .dP = dP (yp) (2.3.1) 
dP 一 aP(p, 1) — (PY) .tp 一 dp (VP) (2.3.2) 
由 (1.2.10) 与 (1.2.9) 式 ， 


* 4 到 


(pv) (PV) = (PV) . (pV) i 
(YP): (¥p) ~1, (Ye) (VvP) 一 | 
式 中 由 (1.2.5) 与 (1.2.6) 式 , 矢 径 剩 度 为 
pV — xisg,G4 
Vp 一 sx'G/g 
Py — XG,ug’ 
VP ~ 0,Xig'G 
这 些 拓 径 神 度 都 是 两 点 张 量 。 
记 两 点 纱 量 py 为 在 : 
bd ~ py 
入 称 为 变形 税 度 。 显 然 , VP 为 它 的 转 置 张 是 , 见 
D* 一 vp 
根据 (2.3.3) 式 , pV 与 PY 为 互 北 张 是 , 歼 可 记 


1 
Cy 1 


bpy 
岂 称 为 道 变形 稀 度 或 空间 变形 杭 度 ,其 转 置 张 量 为 


元 > 
D+* 一 可 BE 


{2.3.31 


(2.3.4) 


{2.3.5) 


(2.3.6) 


{2.3.7) 


(2.3.8) 


(2.3.9) 


(2.3.10) 


注音 (2.3.7) 至 (2.3.10) 诸 式 中 , 无 忽 置 符号 ”六 ”者 ，Hamilton 算 


于 符号 “YY” 夺 后 ,而 有 转 置 符号 "** 者 则 “WY” 在 前 。 


运用 以 上 记 和 号 ,(2.3.1) 与 (2.3.2) 式 可 写作 
ap Pb.adPp—aaP.D: 
一 也 .dp 一 dp . Dx* 


mn 4 


(2.3.11) 


D=I, 了.D- (2.3.12) 


D* .DD* 1, D+.D*—I (2.3.13) 
{2.3.13) 式 实际 上 就 是 (2.3.12) 式 的 转 置 。 
注意 在 以 上 (2.3.7) 一 (2.3.10) 诸 式 中 ,变形 梯度 (或 其 逆 或 转 
置 ] 上 面 和 的 记号 人 "或")* 是 为 了 显示 出 张 最 的 两 点 人 性质, 它们 是 由 
式 右 端的 运算 结果 所 决定 的 。 当 然 我 们 可 以 通过 张 重 的 平移 来 改 
变 其 两 点 人 性质, 或 者 把 它 变 成 一点" 张 量 , 凤 构 形 统 中 的 张 员 或 
构 形 +。 中 的 张 量 。 例 如 ,由 (2.3.5) 第 一 式 与 (2.3.7) 式 ,可 得 到 


] 


一 pV 一 x 
一 Db- {x's 
0 

—D. 1 xigee 
一 1 BD ' 1 一 See 人 
其 中 第 二 式 是 由 第 一 式 把 唾 指 标 i 换 名 为 *， 4 换 名 为 8， 划 把 
g; 改 成 spG 而 得 ,第 三 式 是 虫 第 一 式 把 唾 指 标 4 换 名 为 M，G* 
改 为 好 时 而 得 ， 第 四 式 是 由 第 一 式 把 三 指标 ; 换 和 名 为 +、 后 换 名 
为 Mg 改 为 gf GY 改 为 eg!' 而 得 。 (2.3.14) 的 四 个 式 子 鞭 
实 都 是 同一 个 张 量 实体 ,只 是 按 椒 同 的 其 ( 统 或 :中 的 基 ) 来 表 
示 ; 为 了 方便 ;前 矢量 用 协 变 基 ,而 后 矢量 用 逆 变 基 。 如 时 要 俯 一 
种 基 改 成 男 一 种 基 , 这 只 寓 把 任何 一 对 虹 指 标 进 行 升降 就 可 以 。 在 
本 书 的 后 半 部 分 ,我 们 常常 用 且 来 表示 (2.3.14) 式 中 的 年 何 一 个 
式 子 ,而 不 去 强调 表明 它 的 两 点 性质。 通过 张 量 的 平移 ,就 可 以 得 
到 (2.3.14) 四 个 DD 中 的 任何 一 个 。 同 理 ,由 (2.3.8) 式 可 得 到 D* 的 
四 和 神 习 示 : 


” 


{2.3.14} 


mr 
er 


对 2 名 


i 
Dr* 一 wp 一 DuxG 合 


* 叶 * 


“} _ 
D* —[: D* 一 gourp'g, 
{2.3.15) 


} Ye 


Dx .1 = (Dux) eC, 
了 + 一 工 - D+ -1 = PG A: :Cs 
由 (2.3.9) 式 得 到 DD 的 四 种 表示 : 


一 Py 一 RA 


外 a (2,3.16) 


DoI:D. i 一 guX Ye Ei 


由 (2.3.10) 式 得 到 D* 的 四 种 表示 : 


D* ~ VP 一 aX‘g'G. 

D* .Dr 一 glB,X)C CG, 

(2.3.17) 
D* ~ D+ .1 (6, "ggg: 


和 上 
心 | He 


D* = 1. Dr .1 goxY) eGg, 
在 以 上 的 (2.3.14 和 一 (2.3.17) 式 中 :变形 梯度 ,其 道 或 转 置 都 是 
用 基 尔 量 Ga，G* 或 名，g! 表示 的 。 但 是 在 构 形 宽 中 ， 采 用 
Euler 坐标 系 1w 由 时 , 基 舌 最 为 避 ,,， Gi, [而 在 构 形 中， 采用 
Lagrange 坐标 系 {X4 !} 时 , 基 舌 量 为 gz 8*。 有 了 时 为 了 方便 也 
可 以 把 变形 梯度 通过 这 些 基 矢 量 表 未。 利用 基 天 量 间 的 坐标 转换 
关系 {2.2.16) 与 {2.2.28) 式 ,由 (2.3.14) 式 可 得 


ul 


D— py — x — gd gC (2.3.184) 


.42* 


经 过 平移 以 后 ;成 为 
DecCGC, Page (2.3.18ay 
而 由 (2.3.15) 式 ,可 得 
bs 一 wp = rg, = Gg = Gig, {2.3,]85) 
经 过 平 称 以 后 ,成 为 


下 


D* 一 GA ， D* 二 一 oi, (2.3.1858Y 
重 (2.3.18) 的 以 上 诸 式 ,可 得 


gi— D.CG,, CD.G, - 
(2.3.19) 


于 3 
Eg:=D:G—D.:e, 
CGA D+. go Der. GC 
四 站 | (2.3.20) 
Gi=D*. gi, ci =D+:. gi 


(2.3.19) 趟 说 明 协 变 基 矢 量 厌 变形 由 并 了 运行 从 构 形 到 … 的 
查 换 :而 42.3.200) 衣 明道 变 基 矢量 藉 变 形 梯度 的 转 置 D* 进行 逆 变 
换 ( 即 从 构 形 = 到 狗 的 变换 )。 同 至 田 (2.3.16) ,可 得 : 


| 


—Py— XG = Ge Gg (2.3.214) 


| 下 
D 一 一 Ce , D = GC {2.3,214y 
及 由 (2.3.17) 式 可 得 
D* ~ yh = XagG, ~ giG, = pA (2.3.218) 
一 上 一 1 
D* — gie,, D* -eaG (2.3.2165Y 


由 此 得 


(2.3.22) 


43 。 


gD. G7, C1 bx. es 
_， _ (2.3.23) 
gi D+* . :DD*. er 
总 结 (2.3.19) (2.3.20)。(2.3.22) 。(2.3.23] 式 ,可知 : 
由 构 形 腕 到 。 的 变 次 〈 鹃 -> -); 协 变 基 矢 量 藉 也 进行 变 
换 , 见 (2.3.19) 式 , 逆 变 基 矢 量 藉 孔 * 进 行 变 钦 , 见 (2.3.23) 式 ; 
由 构 形 ~ 到 经 的 变换 ("一 哆 ): 协 变 基 矢 量 厌 下 进行 变 
换 , 见 (2.3.22) 式 , 道 变 基 矢 量 藉 D* 进行 变 澳 , 见 (2.3.20) 式 。 
特 钢 : 在 刚性 旋转 情况 下 ,变形 梯度 D 为 一 正 交 张 哩 外 即 
D-D*-Q, D+-D-0* 
故 Q 又 称 正 交 变换 。 


$2.4 线 , 面 , 体 元 的 变换 


一 、 顿 备 公 式 
设 如 为 任意 二 阶 张 县 (一 点 束 旱 ), ab:e 为 任意 三 个 矢量 ， 
则 有 有 公式 
{B: a) x (B-. b}): IOB-e)y== Fi3axb:e (2.4.1) 
式 中 地: 为 张 量 B 的 第 三 主 不 变 景 ,即行 列 式 1B',|。 
证 {2.4.1) 式 的 堪 竭 等 于 右 端 ,因为 
左 冯 一 【Be 各》 X (Bnb"g) * (Begr) 
一 BiB',Pbiabre" [gg ge] 
一 EABuIBinBialibner — En | Br Natbrer 
一 了 Fabel] 一 右 端 
这 里 gf 表示 Eddington 张 最 ，[abe]l 一 axXxXhbe 表示 混合 
积 。 [证 毕 ] 


+ 44 * 


RA 


用 外 :这 有 公式 
(B.a}x (B:b) = f°B*. (a x b) (2.4.2) 
式 中 B+ 称 为 虽 的 伴随 张 蛙 。 
证 将 {2.4.1) 式 写作 
1B*-. CB-.a) x(B: bl-.ce= ff"axb':e 
e 为 任 次 , 玻 必 有 有 


B*+. (Ba)x (BB:.b' y= Faxb (2.4.2¥ 
用 如 * 点 积 上 式 , 得 


(Ba)x (Bb)= FR (a yb) Mm(2.42) 
我 们 山 引 以 直接 证 由 (2.4.2) 式 的 分 量 关 式 , 凤 证 朋 (2.4.2) 式 隐 端 
的 分 全 户 等 : 
在 郑 的 分 肥 一 BY''{e .mBua’BYh) 
= BmB'B' Biab = fyerm pb 
一 去 端的 分 量 
5 证 毕 ? 
应 用 举重 
例 1 由 (2.3.19) 式 , 构 形 弦 的 Lagrange 坐标 X4 中 的 协 变 
基 人 矢量 Gs 4 一 1,11, IDG@ ， 经 过 以 变形 梯 谋 次 示 的 变换 以 
后 , 变 成 Cr (与 构 形 + 中 的 随 体 协 变 其 天 量 g 大 小 可 等 , 方 仙 得 
同 )。 在 42.4.1) 式 中 令 
B 一 卫 ， & 一 心 |， b 一 Gil， 人 一 Gn 
则 得 到 
Cl 闪 CL ” Cn 一 3G 并 Gn " Gn 


全 记号 宇 母 的 指标 有 时 用 罗马 数字 ; 好 4 二 13 1， 而 小 写字 母 指标 用 阿拉 
倘 歼 字 站 二 1329 3 网 耿 起 则 w 


即 

: fC, Cu Cul 一 2 Gu Gn] (2.43) 
此 式 说 明 D 的 第 三 主 不 变量 了 ?等 于 变形 后 的 体积 与 变形 前 的 
体积 之 比 。 

例 2 在 (2.4.2) 式 中 令 B, a,b 同上 面 的 入 1, 则 得 到 


Cx C= FD*. (Gx GD (2.4.4) 
将 此 区 除 以 人 2.4.3) 式 ,得 
CIn er DD* - 人 5 (2.4.4 


这 下 是 (2.3.23) 式 (指标 4 二 111)。 


二 、 线 元 的 变换 

计 形 前 的 线 元 呈 在 变形 后 成 为 dsp。 它们 的 变换 关系 已 见 
(2,3,11) 式 。- 

三 、 居 元 的 变换 


落 虑 在 构 形 鹏 中 由 了 协 变 基 基 量 Gi Gn, Gonr 组 成 的 体 元 。 由 
(2.4.3) 式 可 知 变形 后 体积 与 变形 前 体积 之 比 汶 有 FF?, 记 作 中。 因 
此 变形 前 体 元 4 与 变形 后 体 元 dv 的 蛮 搞 关系 为 


dy — FdV 或 dV = ydv (2.4.5) 
忒 中 ,利用 (2.3.14),(2.$.16) 与 01.1.209) 式 ， 


和 
一 一 一 8 一 48 人 xl 一 El 

-， 加 (2.4.6) 
六 -5 


-二 
2 


中 开 轴 


如 果 我 们 孝 虽 在 构 形 家 中 由 任意 三 个 线 元 dP, < ,与 网 

成 的 体 元 4 ， 则 变形 后 这 个 体 元 变 成 构 形 -中 由 dp, d2, 1 dp 
| 构成 的 休 元 do， 设 

二 一 dX “Gs, aP -一 过 并 Ba。 4 一 aX°Grc (2.4.7) 


人 有 一 drig, d= drg,, dP = drtgr {2.4.8} 
1 1 2 时 } 3 


了 一 [本 一 [dd dX 
2 ” ] a 了 
一 dXAdX dA GC, Gs Ge] 
1] 上 4 
= dX dX dX Vo E AH 
武 中 4 Ee AEC 衣 示 置换 伯 号 [| 套 示 由 cd 所 梅 成 的 行列 式 。 同 
理 ， 
do 一 【dp dp dp] 一 V 8 dx (2.4.10) 
式 中 lad"| 为 由 ix 所 构成 的 行列 式 。 但 
dx 一 Xo4dX lax’| 一 Ix.al ldX| 
政和 利用 .4.10) 与 (2,4.9) 式 ,可 得 
dv 一 Welzi| LeX4 一 V/s EE 
式 中 和 同人 2.4.6) 之 第 一 式 , 同 埋 可 证 dV 一 zdv。 
J 以 有 更 简 倒 用 证 家 : 
dy = dp X dp sp 一 (D + aP) XX CD . dP): (D . aP) 
时 E| 


* 47 s 


~ (1. dp) x 这 .dp) « (1 dp) 
二 民 te 
— ($B. ap) x (B . PP) (B. ep) 
.利用 (2.4. 有 ) 式 ,上 式 变 成 
: do— FrdP xX dP dP Fdy 
出 (2.4.5) 之 第 一 式 , 同 琴 可 得 (2.4.5) 之 第 二 式 。 
我 们 规定 恒 采 用 右手 坐标 系 。 由 连续 性 公理 , 恒 有 .多 > 0。 
习题 2.2 以 jac 与 【ac): 表示 Jacobian 行列 式 及 其 道 
jac 一 |x%a), (Cjac)}™' = |XA| 
证 明 
~ Cac)X4, ae) Gacyiat, 
习题 2.3 证明 等 式 : 


性 Kl 一 本 zx 
《| 入 vd) 0 ， 0 ‘x|XX4) 0 


[提示 ] 利 用 习题 2.2 的 结果 :可 得 
XI) 一 Lac) et] 
- 避 寺 Xix jae) vlan 
= Cjac) [rxX e's 十 x aKXE] 
一 (ac 一 -和 (sixXE) = 0 
习题 2.4 证 明 等 式 
Bru — EancNANEKG 
BBC 一 多 


式 中 edge 与 Br 各 表示 构 形 巡 与 -中 的 Bddington 张 最 。 
1 提示 ] 利用 (2.4.6) 式 。 


坦 并 司 站 


四 、 面 元 的 变换 

考虑 由 Lagrange 坐标 系 中 国 个 协 变 基 闫 量 构成 的 面 元 ,以 
方向 垂直 于 证 元旦 其 大 小 等 二 是 元 面积 之 矢量 表示 。 在 下 形 前 构 
形 腕 中 的 面 元 G: x Gn， 在 变形 后 变 成 梅 形 * 中 的 面 元 入 x 
gu 平移 至 统 中 成 为 C; Xx Cu。 由 (2.4.2) 式 , 令 其 中 B 一 DD， 
并 利用 (2.3.19) 与 (2.4.6) 式 ,得 到 


| 
Cx Ci 一 FD*. (G, x Gu) (2.4.11) 
同 理 可 得 Cl Xx Cn 与 Ci 这 的 公式 。 
如 果 考 虑 在 构 形 多 中 由 任意 两 个 线 元 dP 和 dP 所 构成 的 而 


元 ,可 证 明 类 似 于 (2.4.11) 的 面 元 变换 公式 : 


da— fFD*. dA (2.4.12) 
0] 
da 一 | - da 一 FD* : dA (2.4,13) 
式 (2.4.13) 称 鸭 Nanson 公式 。 
证 阴 加 下 : 
蛮 形 前 的 面 元 
了 一 中 xd 姨 (2.4.14a) 
变形 后 成 为 
da = dn X dp (C2,4.145) 
式 中 


¥ _ 
dp— DD. daP, dp=D. aP 
4 4 5 < 


将 (2.4.145) 式 日 构 形 "平移 芭 构 形 统 中 成 为 


1 : 8 旬 Eh 
da dp xX dp= {1 dp) x (I. dp) 
4 s 4 3 
~ (PoP) x (D .2zP) 


— foD*. (dP x dP) 
直 5 


到 

a 即 (2.4.12) 式 
(2.4.13) 式 园 逆 变换 为 

dh = AD* . da (2.4.15) 
(2.4.13) 与 (2.4.15) 式 的 分 量 形 式 各 为 

da, 一 FOX" ) dAn (2.4.16] 
与 

dAu 一 A (Oyxi) da (2.4.17) 


线 元 , 面 元 的 变换 公式 (2.3.11),(2.4.12) 及 (2.4.13), 与 依 元 变 
换 公 式 (2.4.5) 之 闻 是 有 联系 的 。 想象 在 构 形 统 中 有 一 以 4A 为 
截面 ,以 dP 为 斜 高 的 柱 体 , 则 其 体积 为 

dV = dp: 了 
在 变形 之 后 此 柱 体 变 成 在 构 形 -中 一 以 da 为 截面 以 de 为 斜 高 
的 柱 体 ,其 体积 为 

dy dp da 
将 (2.3.11) 式 的 dp 与 (2.4.13] 式 的 da 代 人 后 ,得 到 


ds a dP De (FD. sA) = ZaP. dh 
因此 得 到 dv = dV， 即 休 元 变 拱 公式 (2.4.5》 
习题 2.5 利用 习题 2.4 的 结果 ,由 (2.4.14) 式 的 分 量 形 式 证 
明 (2.4.16) 与 (2.4.17) 式 


看 人 昌 


五 、Euler-Neumana 等 式 


在 构 形 * 中 取 桂 意 一 封闭 曲面 <*， 其 内 所 包含 的 域 为 *。 在 
封闭 曲面 = 上 的 面 元 的 积分 应 为 零 , 即 


器 

为 了 证 明 此 式 ,只 须 在 构 形 4 中 应 用 Green 公式 : 

a1— Vi 
而 显然 六 :让 一 6。 应 用 面 元 变换 公式 (2.4.13) ,可 将 上 式 改写 为 

f Fb .dA—0 
这 里 .ar 和 下 文中 的 9 各 表示 在 构 形 鹃 中 对 应 于 构 形 中 = 的 
时 闭 曲 面 与 对 应 于 。 的 焉 。 将 上 式 积分 号 下 的 张 量 户 * 平移 吾 构 
形 宏 中 ,得 到 
f zh ‘sho Wm PA. (rb) 

利用 构 形 统 中 的 Green 公式 ,得 到 

fb (7b) 0 


这 里 我 们 使 用 了 疡 来 代 堆 六 ， 是 因为 考虑 到 2 衣 可 以 仅 是 X4 
的 珊 数 ,也 可 以 通过 x 而 依 环 于 4 ( 因 x 一 wz(X4, 1))。 由 于 
积分 焉 -为 任意 , 故 必 有 

D: (AD)—0 (2.4.18) 
同 理 可 证 

口 * CD) 一 市 (2.4.19) 


*» Si» 


由 干 转移 丝 基 可 以 称 进 或 移出 口号 , 店 以 上 两 式 可 写作 


DZD)=0, D:D)mO C02420) 
此 妈 为 Buler -Neumann 等 式 ,其 分 量 形 式 为 
[TXT 一 0 Ax) 一 1 《2.4.21) 


习题 26 利用 (1.2.15),(1.2.18) 式 验算 (2.4.21) 式 。 
[提示 j 利用 (2.4.6) 式 及 习题 2.2 的 结 时 。 
习题 27 利用 Euler-Neumann 等 式 人 (2.4.217) 证 明 河 题 2.3。 


§2.5 Cauchy-Green 恋 形 张 量 、 上 长 诬 比 、 
面积 比 ,体积 比 与 羡 切 


在 5 2.4 中 我 们 看 用 线 元 、 面 元 、 体 元 的 变换 取决 于 变形 稀 度 
D 和 了。 来 形 实 度 完 全 决定 了 介质 的 变形 与 旋转 。 存 本 节 中 我 
们 讨论 交 度 ,面积 .体积 与 夹 角 的 变化 ， 这 些 变化 只 反映 了 介质 的 
变形 ,而 与 旋转 无 关 。 

一 、 克 auchy-Green 变形 张 量 

由 线 元 变换 关系 (2.3.11) 式 : 


dp = BP. dP = dPp. Dr* (2.3.11) 


可 得 线 苑 dp 的 长 度 平方 
(dy ~ dp: dp (dp)' — (DBD. dp) - (D . aP) 
~ dP D+.D-.aP 
上 江 与 (2.2.18) 式 比较 ,并 注意 仑 与 DD* . 六 都 是 对 称 张 最 ,可 知 


和 写本 和 


= | a 一 i (2.5.1) 
人 和 
《号 

因 (C4) 恒 正 ,天 Greentk 或 右 Cauchy-Green) 变形 瑟 量 € 下 其 涟 


一 
人 均 为 正 张 量 。 同 理 ， 
一 卫 二 
(aspy = dP dP = (dP dp Dr.D. dp 
上 式 与 (2.2.30) 式 比较 ,并 注意 5 与 防 *， 吃 均 为 对 称 张 量 ,得 
yy NH 
cD*.D-D:-.D 
(2.5.2) 


因 (5 西 正 , 政 Cauchy 变形 张 量 e 与 其 道 即 左 Cauchy_Green 


变形 张 量 e 网 为 正 张 量 。 
为 了 要 写 出 (2.5.1) 与 (2.5.2) 式 的 分 量 形 式 ,内 需 将 (2.3.14) 一 
(2.3.17) 式 代入 ;或 者 只 需 注 意 到 由 3 2.2， 


一 1 
Ca 一 BABs C= Ea 


一 1 
Cj -= Cy;, er = Ld 
利用 (2.2.17) 与 (2.2.29 ) 式 得 到 : 

Cp = Ap — Briarl (2.5.3) 
-1 

C8 4 一 = ENAXD (2,5.4) 
Pii = Gj “一 Ga A (2.5.5) 
Ci G1 = G Abe gpis (2.5.6) 


(2.5.3)、(2,5.4) 式 是 张 量 等 式 (2.5.1) 的 分 量 式 ;(2.5.5)，(2.5.6) 式 
是 张 同等 式 (2.5.2) 的 分 量 式 。 


站 号 子 全 


二 、 长 度 比 


设 在 变形 前 构 形 腕 中 茶点 处 有 一 线 元 由 , 以 NN 表示 沿 中 

方向 的 单位 天 量 : 
ee 
N 一 -第 (2.5.7) 
由 2.2.18) 式 ,变形 后 线 元 dp 长 度 的 平方 为 
(dp = (dp) = dP -Cu dP — CusdX dX 

定义 沙 当中 N 方 向 之 长 度 比 为 线 元 变形 后 与 变形 前 长 论 之 比 
值 , 记 作 4m 或 4CN)， 则 I 


_ ldpl _V(ady _ fapP &. dP 
和 一 AN laP1 西 本 本 可 c laP 
-MN-.CN A CwNMNS (2.5.8) 
式 中 和 根 号 内 的 


区 ， €. N= TRY 
称 为 张 量 它 向 N 的 法 分 量 。 因 为 为 正 张 量 , 故 有 方 根 。 记 作 
| 
C， 亦 为 正 张 量 。 因 此 ， 


[FE 2 和 1 
N-. EN-N.C.C.N- (€.N). (GC.N) 
而 《2.5.8) 式 可 写作 
lr 
w= iC.NI (2.5.9) 


如 取 N, N， NN 为 沿 坐 标 线 XA(A = 1,1i, III) 方向 的 单位 舌 量 ， 
即 


由 党 坐标 线 天 4 方向 的 长 度 比 为 
11 一 一 CE 
iCN) Vo, 1CN) YS 3 


CrIr FT 


一 (2.5.10) 
一 [Ci 
- mn 和 1 VS II1 
定义 沙 巡 中 N 方 向 的 单位 情 长 为 
_ lpi ll 1 
AN 下 了 1 一 1 (2.5.11) 


它 表 示 每 单位 长 度 区 伸 长 量 。 
设 在 变形 后 移 形 - 中 党 点 处 有 一 线 元 dp; 以 n 表示 沿线 元 dp 
方向 的 单位 矢量 : 

一 _ap_ 2.5.12 
本 ldp| 人 ) 
出 (2.2.30) 式 

(dS)’ = (dP): dp e. dp— cydxidx! 
定 尺 裙 + 中 方向 之 长 度 比 为 线 元 变形 后 与 变形 前 长 度 之 比值 ， 
记 作 加 或 4(n); 刚 


_izpl 1 1 
n IaP | [aPL a a 
HP ,DP. 
idp| ldp| ldp | 
Ma Vm (2.5.13? 
式 中 分 母 根 号 内 的 


1 
ne hh = cn 


称 为 张 量 < 没 n 的 法 分 量 。 因 为 上 是 正 张 是 ， 故 有 方 恨 ， 记 作 


| 


c， 亦 为 正 张 量 。 因 此 ， 


+ 与 和 


La 1r? 
nc,n 一 (ec ,ny ， (ec . n) 
而 (2.5.13) 式 可 写作 


1 
一 (2.5.14) 
e | 


如 取 n, 也， n 为 沿 坐 标 线 wi(i 一 1,"2,3】) 方向 的 单位 天 量 : 即 


1 
n= NE N= 一 客 
1 We 1 gn ! gy 
则 党 坐标 线 x 方面 的 去 度 比 为 


4 一 4(n) 一 Lin) mi 


(2.5.15 
1 一 in) 一 一 ， 
名 9 Cy 
Bs 
洪 » 中 nn 方 厨 的 单位 仲 长 为 
A.= 人 1] (2.5.16) 
Cds) = CogdX IdR? = dS) GyodXAdX? 
故 
Ca Gs CecCsG4G mG/sGGs oT (2.5.16y 
到 
Casy my Brdriqdxi mm (dS) == CE 
破 


YY , 。 nn Hr 
Ci Bi CP cg'g = ggg' = 1 (2.5.16) 


声 与 产 雪 


三 、 悖 积 比 
由 (2.4.6) 式 ,体积 比 克 及 其 倒数 x 为 


fF- fh FY i [x 


(2.4.6) 
5s JG yal 1. 
A > 5 fs [XY| fF 
但 由 (2.5.1) 式 
Fo FO (Do PD) -= 
如 re 全 中 (2.5.17) 
FAC) FD ADY) = 
及 由 (2.5.2) 式 
LY FA SADAAD) 天 
人 了 yy yy (2.5.18) 
6 — Pife] 一 (DJ PCD?) 
改 - 
F =V FA) -V7 (Ce [2.5.19) 


一 VB EN PA 
其 值 询 由 Cauchy-Green 张 量 C 或 了 决定 。 
上 四、 面积 比 


在 构 形 腕 中 取 对 为 沼 面 元 司法 线 方向 的 昔 位 矢量 。 面 元 


dA 变形 后 成 为 构 形 - 中 的 性。 其 法 线 方向 单位 矢量 为 ma。 定义 


由 齿 帮 人 


2 
aw— oN) — -jal 一 Nada da 
laA| ldA| 


将 (2.4.13) 式 da 代入 以 后 ,并 利用 (2.5.1) 式 ,得 
on — ol(NY VC dA) ” (FD*. dA) 
laAl 


一 大 $d* . N) 


人 六 .区 .N - 4 NELN N 
=f /Ee ale “NI (2.5.20}) 
特例 , 取 综 中 {X) 坐标 系 的 协 变 基 矢 量 GG; 与 Gil 构成 的 
面 元 :其 法 线 方向 平行 于 逆 变 基 矢 量 刀 故 


IIT 1 
my GT Carr 
mm mn i 1 

» CE ‘ 一 1 GI. 二: 人 1 一 1 Cn IE 


GH II 他 III 开工 


故 由 人 2.5.207 式 


CntIH (2.5.21) 


oN) 一 达 Vs 
我 们 也 可 把 面积 比 g 通过 … 构 形 由 的 法 向 单位 矢量 zn 与 张 量 
c 表示 ,这 里 
辽 钨 
laal 
利用 (2.4.15) 与 (2.5.2) 式 ,可 得 


考 富 名 至 


Th - 


ldal laa) 
14A Yah .a 


_, | da | 
| 心 》 ty ) 
{ 了 + (AD*. da) 
， 1 Er ll 
’ > 了 


了 
了 da “D-.D" Nn-e:n 
1 一 1 _ (2.5.22Y 


A We -| @ | 
特例 , 取 - 中 { 好 } 坐标 系 的 协 变 基 矢 量 & 与 gf 构成 的 而 元 ， 
其 法 线 方 商 平行 于 逆 灾 基 天 量 久 ， 故 


1 
n 名 
1 | 
于 一 4 
对 3 3 1 3 3 -4 
Nn’*c*H= ge 必 “ 关 ”一 本 必 
故 由 (2.5.22) 式 
oln) 人 (2.5.23 
. —1 
A 上 Po 
8 
五 、 前 十 


设 构 形 避 中 有 两 线 元 dP 与 dP, 沿线 元 方 高 的 单位 天 量 为 


1 
P, N= — .4aP 
: dP| : 


四 


N= 


| 全， 
变形 后 , 线 元 三 与 4 dP 变 成 构 形 。 中 的 线 元 Pp 与 dp， 袜 它 们 方 


和 9 旦 


珂 的 单位 天 量 为 


1 wm i 
> ldp| :3 dp| :2 
设 变形 前 N 与 N 的 夹 角 为 日 , 故 
cso—N-N-mN-1.N 
变形 后 mn 与 m 的 来 角 为 
日 一 名 一 


式 中 7 为 夹 角 的 减 小 值 , 称 为 剪 切 角 。 利用 (2.3.11) 与 (2.5.1) 式 ， 
可 得 


cosB = cos( 和 一 了 1 一 nm 有一 -一 
一 [pap 全 2 
1 z 


t(D. sap). (b. ep) 


~ lapllan 
laP| laP!| <t 
一 {DD. NYD-. N) 
ldp| lap| : 3 
1 _N..N 
i(N)A(N) : 1 
NMNY 《2.5.24 


1 
HMDACN) 


特例 
1, 若 两 线 元 dP 与 dP 重合 , 则 N 一 N, 6 一 0, 9 一 0, 由 


(2.5.24) 臣 可 导出 长 度 比 (2.5.8) 式 。 
2. 若 两 线 元 aP 与 oP 互相 垂直 , 风 @ 一 x/2， 则 由 (2.5.24) 


# 站 向 


和 EE 1 -_- 二 四 
cos 日 一 sin7 KINDiCRN N C 9 
式 中 的 - 全- N 称 为 张 量 C 在 N,N 方向 的 剪 分 受 。 
营 已 知 在 变形 后 的 构 形 - 中 的 两 线 元 方向 a 与 a 和 它们 的 
交角 9, 则 利用 (2.3.11) 与 (2.5.2) 式 可 得 
一 “cos = N.N= 1 ygP. 
cosB— co t+ 7)—N:.N [ap I 4P dP 


-1 


一 】 
如 


1 好 
WE --- _ -- D: da 本 D: 三 
TI 《 dp) ( dp) 
和 
eellspl 宫 ，， 屋 
rapilapT  ® ™) 
1 则 
一 (aylayn， ev (2.5.25) 
tL a 1 二 


特例 
1. 若 两 线 元 dp 与 4 重合 ,由 《2.3.25) 可 得 长 度 比 (2.5.13) 


式 。 
2. 若 两 线 元 dp 与 dp 豆 相 垂直 ， 即 9 一 </2 ， 则 由 《2.5.25) 


式 


» 
cos 一 nr = Anilnn cn 
1 2 3 


Sl” 


$2.6 Cauchy-Green 变形 张 量 的 
主 方 同 \ 主 长 度 比 


寿 构 形 弦 中 的 长 度 比 X(N) 糊 方 高 有 而 异 。 同样 , 在 构 
形 - 中 的 长 度 比 Ln) 也 和 随 方 向 n 而 蜡 。 现 在 来 研究 治 着 哪个 方 
向 的 长 度 比 为 最 大 或 最 小 。 

先 研 究 在 构 形 腕 中 xCN) 随 的 变化 。 由 (2.5.8) 式 


(NY) 一 Ch (2.6.1) - 
因 N 为 单位 天 量 : 改 必 有 
GuyNMNN 一 1 一 0 (2.6.2) 


现在 问题 就 是 在 条 件 (2.6.2) 的 约束 下 求 (2.6.1) 式 之 极 值 。 引 入 
Lagrange 张 子 C , 则 极 值 条 件 为 


了 [CuOVY 一 CUGCNYVY 一 1 一 0 


即 
人 ww 下 下 一 CCGAnNY 十 CN) 一 0 
故 
(Cn 一 CA 一 0 或 【CE 和 一 CALL 一 0 (2.6.3) 

其 抽象 形式 为 

(EC cDN-0 Tm C. N=CN (2.6.4) 
《2.6.3) 趟 为 食 三 个 未 知 量 N* 的 齐 次 线性 代数 方程 组 ， 它 有 非 零 
和 解 的 条 件 是 其 系数 行 刚 式 为 零 ;: 

1Ca 一 CC2 =0 

即 

A{CY=—= Ci— fl Tt FEC— FI (2.6.5) 
式 中 系数 为 张 量 亿 的 三 个 主 不 变量 : 


和 桨 有 2 二 


下 

Fi 一 (CC) 一 二 外 C 各 一 C 太 

I~ FC) 一 六 SEN CC, (2.6.6) 
[中 

FF PC) 一 二 EME CC CO = | C4| 


(2.6.5) 式 称 为 张 量 尼 的 特征 方程 , 它 的 三 个 根 称 为 特征 根 ， 即 张 
量 忆 的 三 个 主 信 6，C《，G。 以 N,N, 对 表示 对 应 的 互相 正 交 的 


三 个 主 方向 ( 称 为 空间 应 变 主 向 ,或 Lagrange 方向 ), 则 忆 和 马 的 
标准 形 为 


让 


C= CNN+t CNN-+-CNN (2.6.7) 


iT IL [1 LI 111 111 


NN+t LNN+t liNN 
I 工 i UU 全 TII 


11L 


由 (2.5.8) 式 , 沿 主 方 而 的 长 度 比 ( 主 长 度 比 ) 为 


i — /Ti1,1,UN (eg) 
= 1N) ~ HN- EN— VG 对 了 取 和 和 ) 


故 
be 
CNN+ NN+- NN (2 6.9) 
iI 1 [ JI 11 II II[1 LII III 


[证 
好 


人 。 有 一 4 tT 一 1, If, II， 不 对 了 取 和 ) (2.6.10) 

与 此 类 似 , 我 们 也 可 来 研究 在 构 形 * 中 4(n) 随 n 的 变化 ,并 

得 到 张 量 的 三 个 主 值 ec, ce 和 对 应 的 三 个 互相 正 交 的 主 方向 
n,n, n( 称 为 物质 应 变 主 向 ,或 Euler 方向 )。 张 量 c 和 6 的 标 


* 好 了 至 


准 形 为 


yy 
一 enn cnn 十 cnn 
1 13 12 也 了 村 


5 (2.5.113 


由 (2.5.13) 式 , 沿 主 方向 的 长 度 比 ( 主 长 度 比 ) 为 
X41 不对? 取 和 ) 


于 1 - 
va "EBB:-m Ve 
YF Fr 
， (2.6.12) 
于 . 
到 

人 nT nt 2 nn 

rE 了 2 3 可 
1 2 3 (2.6.13) 


lis 
} 
€ < nn 二 Ann 十 Ainn 
1i1 | 入 3 
ol 
) 


c :一 和 (7 一 1,2,3, 不 对 7 取 和 ) (2.6.14) 


[P| 
在 连续 介质 力学 的 有 些 文献 中 , 常 把 它 记 作 条， 称 为 右 伸 长 张 量 
(理由 见 后 (2.8.45) 式 ); 常 把 左 Cauchy-Green 变形 张 量 e 记 作 


1 
> 


下 其 方 根 e 记 作 , 称 为 堪 体 长 张 量 (理由 见 后 (2.8.5c] 式 )@。 
因此 


局 左 Cauehy-Green 变形 张 重 与 赤 候 长 张 莉 均 为 攀 形 = [7Y 中 的 洲 量 ,虽然 用 
大 写字 和 梧 外 与 亲 表 示 不 符合 本 书 的 习 侍 ,但 许多 参考 书 与 文献 均 用 此 。 


和 性 呈 和 * 


[a 
证 C—iNN+ NN+2 NN (2.6.15) 


1 1 I1 III III IIT 
一 1 
加 对 
一 下 一 一 inn 十 4nn 十 inn (2.6.16) 


2221 了 3 


在 用 中 忆 的 主 值 . 主 方向 与 在 -中 的 主 值 、 主 方向 的 关系 
将 于 $2.8 中 讨论 ({ 见 (2.8.17) 与 (2.8.18) 式 )。 


§2.7 应 变 椭 球 


变形 前 在 榴 形 鹃 中 的 线 元 下 一 GudX* 在 变形 后 成 为 构 
形 "中 的 线 元 dp 一 gjadx’， 线 元 的 长 度 则 由 4d5 实 成 Wo。 由 
(2.2.3) 与 (2.2.30) 式 ， 


(ad3Y 一 Gu NdN? — cdr'dxi (C2.7.1) 
式 中 Cs = Cr 而 下 (2.2.18] 与 42.2.6) 式 。 
CAs) = C apd RA dR = gidxidxi (2.7.2) 


式 中 Cp 一 gap0 
在 构 形 以 中 ,以 所 研究 的 卫 点 为 中 心 , 以 23 一 下 为 半径 作 
一 图 球 (图 2.2) , 则 由 (2.7.1 式 ， 圆 球 淖 上 各 点 的 路 4 应 满足 以 下 
方程 : 
GsdX dX 一 本 (2.7.3) 
竹 一 圆 球面 在 变形 后 成 为 构 形 “中 的 李 球 面 , 称 为 物质 应 变 柄 球 ， 
由 (2.7.1) 式 燃 球 面 的 方程 为 
ep ce " dp = cjdr'idri = KR (C2,7.4) 
与 此 类 似 , 也 可 在 构 形 “中 以 所 研究 的 Pp 点 为 中 心 ,以 水 一 
为 半径 作 一 贺 球 (图 2,3), 则 由 (2.7.2) 式 , 贺 球 面 上 和 名 点 的 dx 应 
满足 以 下 方程 
一 (C2.7.5) 


1 用 了 


此 一 圆 球面 在 变形 前 的 形状 为 构 形 妈 中 的 类 球面 ， 称 为 空间 应 
变 条 球 ;, 由 (2.7.2) 式 类 球面 的 方程 为 
dP .CE .dP — CsdXsdx5 一 各 {2.7.6) 
Cauchy 定理 ，P 点 局 部 小 贺 球 【图 2.2) 的 任意 两 个 互 想 垂 
直 的 直径 :变形 后 成 为 物质 灾 变 杭 球 的 共 垢 直径 。 
证 设 虹 与 dP 为 PP 点 处 小 始 球 两 互相 垂直 的 半径 (天 量 )， 
芍 


566" 


daP LE 一 0 
将 (2.3.11) 的 第 二 式 代入 ,并 利用 (2.5.2) 的 第 二 式 得 
BD. sp) Dsp) = op (b+ .$b). op 
一 2p :edp 一 0 (2.7.7) 
(2.7.7) 式 表示 dp 与 dp 为 应 要 糖 球 (2.7.4) 的 共 思 直 径 ; 在 dp 


喘 点 处 的 禄 蒜 法 向 矢量 为 <. dp, 故 dp 平行 于 在 dp 端点 的 切 平 
面 。 同 样 2p 亦 平行 于 dp 端点 的 切 平面 。 

由 于 任何 精 球 必 有 三 根 互相 垂直 的 共 办 直径 , 称 为 主轴 。 物 
质 应 变 杭 球 的 主轴 就 是 Cauchy 变形 张 是 e 的 主 方向 ,在 前 节 
($2.6) 中 称 为 物质 应 变 主 向 。 

对 于 空间 应 变 攀 球 亦 有 类 似 的 结果 。 了 点 空间 应 变 精 忒 《图 
2.3) 的 任意 两 个 共 乞 直径 ,变形 后 成 为 p 点 罗 球 的 互相 秋 自 的 前 


径 。 空 间 应 变 椭 球 的 三 个 主轴 就 是 Green 变形 张 量 蕊 的 主 方向 ， 
称 为 空间 应 变 主 向 。 三 个 主轴 在 变形 后 仍然 互相 血 寺 。 

物质 应 变 糖 球 的 主 方向 与 空间 应 侄 注 款 的 主 方向 的 关系 将 于 
下 地 讨论 。 


$2.8 变形 基本 定理 
在 本 节 中 我 们 来 研究 变形 的 机 制 ,区 把 从 构 形 馈 到 “的 变换 


(上 映射) 分 解 为 变形 ,旋转 与 平移 三 部 分 。 所 来 用 的 方法 是 把 变形 


梯度 (两 点 张 量 ) DD 化 为 一 点 张 量 ,然后 应 用 筠 法 分 解 ( 极 分 解 ) 害 
理 。 


二 本 


一 、 恋 形 基 太 定理 
由 线 元 变换 公式 (2.3.11) 式 ,有 


dp=D. dP {2.8.1) 
_1.B. ap (2.8.2) 

yy 多 
DpD.1.aP (2.8.3) 


《2.8.2) 式 中 起 ,表示 先 把 线 元 虽 在 构 形 缀 中 进行 变换 ,1 表示 
然后 平移 到 构 形 。 中 :反之 ,(2.8.3) 式 则 表示 先 平移 到 构 形 中， 
然后 在 构 形 “中 进行 变换 。 


把 (2.8.2) 式 中 的 张 量 驴 与 (2.8.3) 式 中 的 张 量 驴 进 行 极 分 解 
( 即 乘 法 分 解 ), 利 用 (2.5.1) 与 (2.5.2) 式 ,得 到 


一 主 
妇 有 a 
中 


DoD.e.Ree RR VY.R (28.4c) 


i172 
< 让 如 


RR.D. Dr mR.C=R.U (2.8.468) 
-上 式 经 过 平移 以 后 ， 


访 一 6 . 恨 二 六 . 廊 (2.8.504) 
站 


-RR.C=R.U {2.8.55) 


1 . = 
(2.8.45) 式 中 的 妃 称 为 右 伸 长 张 量 ,而 (2.8.5c] 式 中 的 张 量 e 称 
为 左 伴 长 张 旺 。 及 为 正 交 张 量 ,并 且 为 正常 正 交 张 量 。 这 是 因为 
由 (2.8.45】 式 
， (所 所 
有) 一 FR .EC) 一 (PC 
而 由 (2.4.0) 式 ，J;(D) 一 和， 及 由 (2.5.17) 式 


向 星 咏 二 


111 i ” 
z PAE) NFAE) mS 
因此 必 有 ,( 鞭 ) = 1， 故 RR 为 正常 的 正 交 张 量 , 表示 旋转 。 由 
《2.8.45) 及 【2.8.54) 式 可 得 
R=D. t, Ro-e.:b C2.8.6) 
将 (2.8.4) 与 (2.8.5) 式 代入 (2.8.2) 与 (2.8.3) 式 ,得 到 
LE Wi2 39 
dp=1.R.e. pmR .iT.C. Pp R.e.1.ap (2.8.7) 
RP 
(2.8.8) 
于 是 得 到 变形 基本 定理 如 下 : 
物体 在 任何 点 的 赛 形 由 平移 《以 “1.” 表示)、 刚 姓 转 动 《以 
“ 民 .” 表 示 ) 和 纯 变 形 (以 必 ." 或 “ee” 家 示 ) 复 合 而 成 。 
(2.8.7) 与 (2.8.8) 式 表示 31 上 6 种 不 同 的 复 台 《或 分 解 ) 顺 


序 。 由 于 (2.6.10) 式 , 表示 纯 变 形 , 而 由 于 (2.6.14) 式 e 也 表亲 
纯 尖 形 。 但 在 解决 具体 问题 时 ， 直 接 采 用 CC 与 e 更 为 方便 , 无需 
i 算 它 们 的 方 根 , 因 而 也 无 澳 计 算 它 们 的 主 方向 与 主 值 。 

以 上 讨论 的 是 从 沟 形 到 构 形 -的 变换 ( 正 变换 ) 的 分 解 。 同 
祥 , 从 构 形 - 到 构 形 缠 的 次 换 ( 逆 变换 ) 亦 可 作 类 似 的 分 解 。 由 线 
元 的 逆 灾 公式 (2.3.11); 


如 
中 一 D. dp (2.8.9) 
oy 字 
一 上 ,了 D，oanp (2.83.10) 
Ro 
一 卫 .1 .dp (2.8.11) 


(2.8.10) 式 表 示 先 在 构 形 。 中 变换 ， 然 后 平移 到 构 形 中 ， 而 


= 站 多 于 


{2.3.1t) 式 表示 先 平 移 到 构 形 腕 中 ,然后 在 构 形 ' 中 变换 。 由 
张 量 的 极 分 解 定 理 ， 并 利用 (2 5.1) 与 (2.5.2) 式 ,得 到 


-和 
1 9 pp 让 


D = (DD- by Re.R (2.8.12a) 

He 
— RR'. (Db Dy ~R’. (2.8.126) 

经 过 平移 以 后 ， 
一 —iri 
ptt. (2.8.13¢) 
< 

—R (2.8.135) 


可 以 证 明 民 为 正常 的 正 交 张 量 ,代表 转动， 因为 


1 


PR A 


而 由 (2.4.6) 式 2,(DD) 一 ;， 及 由 (2.5.18) 式 FA 故 
(KR') = 

现在 证 明 RR' 与 月 互 道 。 由 于 也 与 D 互 雍 ,利用 [2.8.43 与 [2.8.131 

式 得 到 


一 上 A 一 1 
5 人 起 人 如 人 外 


一 了 .了 一 Re ee .R=-R.R 


故 
R’—R (2.8.14) 


即 月 与 良 豆 道 。 将 (2.8.12] 与 (2.8.13) 武 代 人 (2.8.10) 与 (2.8.11) 
式 , 得 逆 变 换 的 分 解 公 式 


rd 于 a 
+ 1 ) 


n 
dP—i. KR:e.: 站. dp 二 良 . c ， i dpPCz2.8.157 


Fi 


-i 一 1 一 让 | -2 -| 
二 六 和 总 全 季 《4 人 


?po .R.A .RR .1 ap 
(2.8.16) 
(2.8.15),(2.8.16) 两 式 与 (2.8.7),(2.8.8) 两 式 类 似 。 前 性 可 由 后 者 
通过 将 C 与 c 互 换 , dP 与 dp 互 换 ,1 改 为 1 民 改 为 民 而 得 ,由 
(2.8.15) 与 (2,8.16) 式 可 以 得 到 与 前 述 相 类 局 的 逆 变 形 的 基本 定 
型 。 


二 、 变 形 梯度 六 与 正 交 张 量 妇 的 主轴 表示 


a Ww 
以 N,N, N 表示 已 或 蕊 的 主 方向 , 则 ,C 的 主轴 表示 式 
( 即 对 角 标 准 形 表 示 】 已 见 (2.6.7) 与 (2.69) 式 。 以 n, n,n 表示 


ol | 


6 的 主 方向 , 则 e，se 的 主轴 表示 式 已 见 (2.6.11) 与 (2.6.13) 式 。 现 


在 来 证 明 忆 与 的 主 方向 是 旋转 的 关系 ; 
nm 一 及 N， n—R.N, n 一 


F 1 111 
记 和 作 
je 
n—R.N, YY 一 {2.8,17} 
珊 主 值 则 相等 : 
1 一 1，41 一 4。 01 一 1 
1 I 2 I EE iIl 
记 作 | 
22, r=T (2.8.18) 
证 朋 如 下 : 由 (2.8.4) 及 (2.8.5) 式 ， 
了 六 te EE bo 
D=R:.C=c:-.R C2,8.19] 


志 FE 


将 上 式 点 积 N, (2.8.19) 。 RN， 得 


将 (2.6.9) 式 代 人 ,因而 上 式 堪 端 变 成 民 - CND)， 故 


一 下 
Ei 


ce .( 妇 . N) 一 2(R Ny) Cr 一 DID (2.9.20) 
x 3 

容 于 显 ， N 是 张 盘 e 的 特征 尖 量 {或 主 方向 ), 对 应 的 特征 慎 { 或 
主 值 ) 为 A 一 TI， II， HI)。 者 三 个 特征 慎 4 互 异 , 蜀 2 让 叶 入 ， 


一 
3 


则 e 的 主 方向 必 为 


多 3 
mn 一 及 .人 na 一 
1 I 


re 
2 
“3 


一 -N 即 (2.8.17) 式 


而 主 值 必 为 
4 一 1 141, 42 即 (2.8.18) 式 
| 
同时 e 可 以 表示 成 为 标准 形 (2.6.13) 式 。 如 果 特 征 根 MT = 1, 
IEHD 中 有 重 根 ,那么 只 要 N, N,N 构成 张 量 C 的 一 组 主 方向 ， 
取 n, n, n 如 (2.8.17) 式 ， 1， 1， 4 如 (2.8.18) 式 :它们 必 构 成 张 量 


一 和 


ce 的 一 组 主 方向 与 主 值 ,标准 形 (2.6.13 式 仍旧 成 立 。 
出 {2,8.17) 式 ， N 可 通过 表示; 


0 {2.8.17Y 


南 (2.8.17) 式 ,可 知 刘 的 表示 式 
+ I 


有 一 nN 十 mnN -+ nN (2.8.211 


了 了 


由 (2.8.17)' 式 ,可 知 银 的 表示 式 


RR = Nn 十 Nn 十 Nn (2.8.22Y 


2 1 2 II 上 衬 


为 了 得 到 DD 的 表示 ， 可 利用 《2.8.4)。 《2.8.5)》 式 , 或 直接 由 式 


| rt 
(2.8.19)。 并 将 式 (2.6.9) 的 蕊 与 式 (2.6.13) 和 的 e 信和 后 ,得 
有 
3 了 3 人 EE 


D-R.Coe .RinN+ nN + inN (2.8.23) 


11 N21 IILL 3 11 
而 由 (2.8,12) 或 (2,8,13) 式 ,可 得 


-1 一 上 7 一 并 
地 
和 一 C ,RR 民 交 一 2 Nan 十 2 Nan 十 4 'Nn 【2.8.24 


i112 


因此 利用 2 与 N 之 间 的 旋转 关系 (2.8.17) 与 (2.8.17) 式 ， 可 建立 


Cauchy-Green 变形 张 量 (2.6.7) 式 忆 , 忆 与 (2.6.10 式 ee 之 间 的 
关系 : 


(2.8.25) 


凡 及 右 伸 长 张 量 (2.6.15)] 式 首 一 六 与 天 伸 长 张 最 寻 一 5 之 间 的 
关系 : 


- Uj 是 R*, lc ， 率 重 Vv 委 R& 
一 一 -1 (2.8.26) 
U R 


T+ 


29 应 变 张 量 


士 文 中 介绍 过 的 变形 张 量 , 及 其 主 方向 与 主 值 可 见 表 21 
表 2.1 变形 张 量 


名 称 主 方 向 主 所 
reen 就 形 张 量 ， 邯 有 1 于 < -一 3 
Cauchy-Green 枉 形 下午 N, N, + = 人 机 
右 伸 长 张 重 Ni, N, N 用 。 
本 TI TIFr I a 4 
Cauchy 变形 张 鞍 n,m 4, A A 
在 Cagchy-Green 变形 瑟 县 Dn > 总 A 4 如 
正 悼 长 张 晤 全 3 ns 2 a, > A 


张 重 忆 以 及 它 的 任意 对 称 张 量 函数 ， 均 称 为 空间 变形 张 量 ， 
而 张 量 e 以 及 它 的 任意 对 称 张 量 函 数 , 均 称 为 物质 变形 张 量 。 显 
然 , 当 无 变形 (例如 只 有 刚 休 转 动 ) 时 ,© 与 。 就 等 于 度量 张 最 

Ef 2 

在 本 节 将 讨论 应 变 张 量 ， 它 们 也 区 分 为 空间 应 变 张 量 与 物质 
应 变 张 量 。 

一 、 空 间 应 变 张 量 

由 {2.2.34) 式 , 线 元 长 度 平 方 的 改变 入 为 

(dp (ds) dp. (CC—D. aPpom2dP. FE- aP (2.9.1) 


wn 


这 里 ， 由 (2.2.35) 式 。Green 应 变 张 县 让 定义 为 
1 < 让 
E 一 二 (CC 一 下 一 Es Gs 
其 中 
Fs 一 去 {Caan ™— Gan)s (Cia — gap) 
E 的 主 方向 为 N，NN，N， 而 主 值 为 
1 本 _ 工 3 _ 1 1 
4 1), 2 (4 1)，, 2 以 1) 
它 的 主 输 表示 为 
和 一 LUDNNTT 工 (人 一 DNN 
2 I 1 2 “i 1 1 
+ 人 -INN 
2 “人 1 111 
由 (2.5.8) 式 


了 
1 = 1 NY 一 。 。 疝 一 (es) 
18™= HN)—N:.C pe 


《2.9.23 


{2.9.3) 


(2.9.4) 


式 中 ds 表示 变形 前 在 绝 构 形 中 洪 N 方 向 的 线 元 长 度 ,，ds 表示 


该 线 元 变形 后 在 “ 构 形 中 的 长 度 , 著 由 (2.9.2) 式 


NE- N 一 二 N CC 一 站 Ni Gg—1) 


《ar) 一 《d3 
2ta8y 


(2.9.5) 


此 式 说 明 Green 应 变 张 量 的 几何 意义 ， 正 沿 方向 的 法 分 量 


为 沿 N 的 线 元 长 度 平方 的 入 对 变化 之 半 。 
可 定义 工程 应 变 张 县 Ez 如 下 ; 


1 
EC i DNN GQ -IDNN+L 0 一 INN 
工 1 1 I 1 下 tL 


{2.9.6) 
由 (2.5.9) 式 


te [4 
in— A(N)= IC: NI 一 | 上 +E-) NI| 
故 


© 
ds 二 全 一 2 一 1 一 1 十 到 -Ni 一 1 (2.9.7)) 


注意 如 果 对 不 是 C 的 主 方向 (因而 不 是 衣 的 主 方 启 ), 则 
in—lxN: Er-.:.N 
在 有 限 变形 情况 下 Ez 的 几何 意义 并 不 明显 , 使 用 起 来 也 不 方便 。 
定义 对 数 应 变 张 量 有 为 
赴 一 二 nt in(T + E,) 
— (nANN + (nA)NN + Cn2)NN (2.9.8) 
它 的 几何 意义 如 下 : 
I nan = In(N . 心 . N) 一 TIn(N- < N) 


注意 如 果 N 不 是 七 的 主 方向 (因而 不 是 是 的 主 方向 ), 则 
lin%y = N | H " N 
由 解析 裔 数 in(1 + z) 的 震级 数 形式 - 
1 


lal = 
过 地 4 


相应 地 有 (与 (2.9.8) 式 类 比 ): 


" TE 


这 一 二 (二 2E) ~ im 人 起- 
wl 1 Ey 
3 [2 + CGE) 十 1 C2EY + | 
~ 一 二 二 区 一 … (2.9.10) 
当 物 体 无 变形 时 (只 有 刚体 旋转 ), 记 有 的 上 应变 张 量 均 为 零 。 


二 、 遇 质 应 变 张 重 

由 (2.2.36) 式 , 线 元 长 度 平方 的 改变 值 也 可 写作 

(dy — dsp mdp: (Tf— ec)- dp 2dp -edp (2.9.11) 
式 中 由 (2.2.37) 式 Almansi 应 变 张 量 e 定 义 为 


e 一 寺 (了 Le) egig (2.9.12) 
其 分 量 为 
< 一 (gi — ei)s kei Gi) (2.9.13) 
s 的 主轴 表示 为 
bh 1 _ 1 3 
-0+ 
十 上 (1 一 141)nm (2.9.14) 
2 EF 3 
由 (2.5,13) 式 
， 1 
dn 人 了 
认 “ 型 
故 
?dS 
了 "nn 元 (dy 


To* 


1} 1 }) 3 1 
Den nd nn ) 


oe ds ASY 9, 
人 (2.9.15) 
此 式 说 明 Almansi 应 变 张 量 e 的 几何 意义 : e 膏 方向 nm 的 法 分 
量 为 沿 n 的 线 元 长 度 平方 的 相对 变化 (以 构 形 。 为 基准 ) 之 半 。 
同 祥 ,可 以 定义 在 枸 形 。 中 的 工程 应 变 张 量 : 


YY 和 9 
er -c= aA)nn + (1 — til)nn 
4 11 号 


__ 11l 
| nn (2.9.16) 
由 (2.5.14) 式 
1ra 
1 P| 3 广 
本 一 [ea 一 | 一 er) nl 
故 
次 
生 一 天 一 1 一 和 1— lIe-nl 
ds 
—1— |(f—e).:nl (2.9.17) 


注意 如 果 n 不 是 < 的 主 方向 (因而 不 是 ez 的 主 方向 ), 则 


Ee 
1 一 1 5 和 er ， no 


对 数 应 变 张 重 hh 的 定义 为 
yy 1 ，y 3 3 仿 
h 一 一 - 本 me 一 号 =-= 一 jari 一 er) 


= (lnaAnnttlnaA nn -+ Clniynn 
它 的 几何 意义 可 由 下 起 看 出 ;: 


» IR * 


(2.90.133 


ip 和 -- in 41。 一 工 二 4 一 一 incn .ce "nn) 
0 了 过 
一 一 na- cn) (2.9.19) 
注意 如 果 n 不 是 。 的 主 方向 (因而 不 是 的 主 方向 ), 则 
lInA4,。 三 h "nn 
三 、Green 应 变 张 量 站 与 Almansi 应 变 张 量 e 的 关系 
Green 应 恋 张 量 蕊 已 出 (2.9.2) 式 ,其 分 量 Es 见 (2.9.3) 式 : 
Es 一 二 CC 一 GA}, {Cra | Ras) 
Almansi 应 变 张 量 e 已 见 (2.9.12) 式 ,其 分 量 or 见 (2.9.13) 式 ; 
ei 一 记 (pj CO— cei), {ri = Gi) 


让 (2.2.17) 式 ，8 与 gids【 即 Cx) 之 间 满 足 坐 标 转换 关系 ;由 
(2.2.29) 式 ,Gi ( 即 cj) 与 G8 之 间 满 足 怪 标 转 换 关 系 ， 政 er 与 
Ey 之 剖 也 满足 坐标 转换 淆 系 : 


DXA DX Dr’ Oxi 
Eri = Es EP Bri En = Pj 6X4 pe (2.9.20) 
因此 
} . 
e 一 egig' 一 BXiXygig’ = (OX)E ApXagrg: 
一 《DiX4g' 人 (ENNGMGY) . (XYGsg’) 
》 全 了 
= (VP) .上 (PY) 
部 
» 有 x 0 
eae 一 DD*.E:D (2.9.212) 


由 此 得 


» 79 。 


的 wy 


Embr.e.B 0 (2.9.215) 
(2.9.219】 与 (2.9.215) 式 讨 是 Green 应 本 张 最 E 与 lmansi 应 


变 张 量 @ 的 关系 ,其 分 量 形式 即 为 (2.9.20) 的 两 式 。 
(2.9.21) 式 也 可 用 另外 的 方法 证 明 : 
一 种 方法 是 比较 (2.9.1) 与 (2.9.11) 式 的 (4 一 (45)'。 将 


(2.3.11) 的 dp 一 防 :aP 代入 (29 11) 式 ,得 到 


(dp— (dP 2dp- e: dp = 24P - D*- - AP 
将 此 式 与 (2.9.1) 式 对 比 ， 并 注意 到 dP 为 任意 ， (29,1) 让 中 的 
和 与 上 式 中 的 所 * ，e ,的 均 为 对 称 张 量 , 改 得 
Ebr. 的 
此 即 (2.9.215) 式 。 同 理 可 导出 (2.9.214) 式 。 


另 一 种 方法 是 利用 久 与 e 的 定义 式 (2.9.2) 与 (2.9.12) 式 来 证 
明 (2.9.21) 式 。 将 (2.9.2) 式 代 人 《2.9,216) 式 的 右 娘 ,得 


bE.B lb.. cb.D 
再 将 (2.5.0) 之 它 一 已 * . 芒 式 代 人 上 式 右 端 ,并 利用 (2.9.12)。 得 
D* . EE. » 于 一 - Lt 一 ey) ~ 

此 即 (2.9.216) 式 。 阐 理 可 证 (2.9.215) 式 。 

由 {2.9.2) 式 ,利用 转换 关系 (2.9.20) 式 ,可 得 Green 应 变 张 量 
角 在 内 标 系 {x', 46 中 的 表示 : 

E = EsGGs 一 ciGiGr (2.9.22) 

将 Gi! 自 构 形 统 平移 至 构 形 中, 记 作 </ (用 $2.2), 得 到 


由 因 呈 据 


"A 


EE cee -2.9.22) 

以 上 两 式 汐 Green 应 变 总 量 的 另 一 种 表示 形式 。 
同样 ,由 (2.9.12) 式 ,利用 转换 关系 (2.9.20) 式 ， 可 得 Almansi 
应 变 张 量 e 在 坐标 系 {X4, 中 中 的 表示 : ~ 


be 


e== ej Bg = Eg gs | (2.9.23) 
将 g 人 自 构 形 “平移 至 构 形 综 中 , 记 作 C4 ( 见 $2.2)， 得 到 
e 一 EC (2,9.23Y 


以 上 两 式 汶 Almansi 应 弃 张 盟 的 另 一 种 坷 示 形式 。 
比较 (2.9.22) 与 (2.9.23) 涉 ,可 以 看 出 应 变 分 晤 Ex 配 上 变形 


前 的 Lagrange 坐标 基 矢 量 G4G? 后 ,成 为 Green 应 变 张 景 E, 而 
配 上 变形 后 的 Lagrange 尘 标 基 矢 量 gg*， 则 成 为 Almansi 应 
区 张 量 es 1 
习题 2.8 证 明 张 量 攻 与 的 不 变量 关系 z 
PC) Ie), PAO = Li), FAC) = Le) 
Fo) IA), File) = IFAC) LA) = SC) 
有 


CC) 一 (CO) 
Ae) F.C) » (ee) FAC) a 
1 
te) FAC) 


习题 2.9 ”证明 张 量 心 与 卫 的 不 变量 关系 : 
(CC) 一 了 二 2.2 .FE) 
ifC] 一 3 十 48(E) 十 4 2(EE) 
FAC)=1 i 2FAE) + 1412A(E) + 8 CE) 
| : Bir 


及 | 

FF (EY ?+ FC) 

4 (EE) 3 2A (CC) + AC) 

8 (EE) 一 一 1]1+ FC) — AC) 十 A AC) 
习题 2.10 证 明 张 县 6 与 的 不 变量 关系 

(em 3 2 le) 

Ae) = 3— 4f ie) + 4F Ce) 

(ce) 一 】 一 2 Ce] 十 4 (ey 一 BF (6) 


2 ee) 3 FeN 
4 {e327 .6) + Fle) 
BF (ee) 一 下 一 Je) 十 ee) 一 Te) 
记 、 应 变 张 到 通过 位 移 关 重 的 表示 
由 (2.1.3) 式 ;变形 后 的 矢 径 p 与 变形 前 的 矢 径 忆 之 关系 为 
PpP—P+i+u {2.1,3) 
试 中 机 do 为 位 移 和 天 量 ,其 分 解 式 由 (2.2.7) 与 (2.2.8) 式 为 
au == ad a 和 
式 中 与 的 关系 沪 询 (2.2.985) 式 , 即 - 
Hp, pin {2.2.95) 
出 (2.5.1) 式 ，Green 变形 张 量 为 


Ebr .b= (yp). (py) 
下 [ 人 
-= DD*.D = (Why : (pv) 
式 中 ,由 (2.1.3) 式 


故 
Cf vo). (f+ ug) 


和 蝶 党 和 


1av+ vat (vu) (uv) (2.9.24 
电 ， 
主 一 二 (一 也 一 过 [uy + Ya Cva) - (nv) 


(2.9.25) 
类 似 地 ,由 (2.5. 2) 式 ， Cauchy 变形 张 量 为 


Cc 一 bs - b- (VP) : (PY) 


~ Bb: .iv (Py) 
式 中 ,由 (2.1.3) 式 ， 


vPh~i vu 
故 


3 Vy 了 人 和 
ce 一 (ET 一 交 u) (1l— uv) 
了 1 1 1 ， 和 
i vot (va) (uv) (2.9.26) 
eo + (fc) 一 二 [av + Ta (va) (uv)] (2.9.27) 
Green 应 变 张 最 的 分 量 与 Almansi 应 涉 张 基 


e 的 分 量 通 过 位 
称 分 量 的 表达 示 可 由 (2.9.25) 与 (2.9.27) 式 得 到 ; 


Eu 一 二 [a8 + ta + Hi at] (2.9.25Y 


ej Li:i 十 Hii Hk ] (2.9.27Y 


五 、Seth 应 变 度量 类 中 


Green 应 变 张 量 E, 工程 应 变 张 蕊 Es 和 腊 ' 对 数 应 变 张 量 所 的 


DD Seth, B. R., Generalized strain measure with application to phyni- 
cal problems, Secand-Drder Fifects in Elasiciry. 


Piaeticit¥ And 
Fluid Dynamics, eds. M. Reiner and D 


,Bbir, Macmillan, 1364, 


人 


主轴 表示 已 见 (2.9.4),(2.9.6) 和 (2.9.8) 式 。 其 实 ,可 以 作为 应 变 度 
量 的 远 远 不 止 这 些 张 量 。 伍 何 主 方向 与 Lagrange 方向 N, N,N 
重合 并 且 能 唯一 地 确定 对 应 的 主 长 度 比 *，X, ,2 的 张 最 均 可 作为 
应 变 度量 。 Hile 建议 一 种 类 型 的 应 变 放 量 : 


SISNN+ SNN+SNN 


re /NN 十 HINN 十 iONN N (2.9.28) 
式 中 
4 一 1(%), Fo= 1, 1, 11 
fA ) 为 性 一 光滑 单调 的 "标量 图 数 ”"。 只 要 规定 好 这 一 阔 烙 所 4)， 
那么 《2.9.28) 式 就 给 出 一 个 相应 的 应 变 度 量 万 。 如 来 太 14) 是 一 
个 解析 函数 ,(2.9.28) 式 还 可 写作 以 下 形式 ; 


& — CU) (2.9.29) 
式 中 兰 为 右 偶 长 张 量 ( 见 (2.6.15) 式 )。 为 了 使 在 参考 构 形 (好 
4 一 4 一 和 一 1) 吕 为 零 , 且 当 主 长 度 比 1, 和 与 和 在 1 附近 时 可 
与 吉 典 的 小 应 变 张 量 定 义 一 致 ，/() 应 满足 

01) 0, f(D)=1 (2.9.30) 

Seth 建议 取 
六 和 一 工 (ln 一 全 {2.9.31) 

也 给 


显然 ,(2.9.31) 式 的 f2) 满足 (2.9.30) 。 而 且 当 f(4) 取 (2.9.31) 式 
时 ,(2.9.28) 式 的 应 变 张 量 允 称 为 Seta 应 变 度 量 类 ,并 沁 作 


J 


Hilt, R., Aspects of invariance ‘nn solid mechanics. Advacces in 
Appl. Mesh., v. 18, 1978, 1—75, 


司 站 相生 


， 4 4 
Ew — 7 > CQ — DNN 一 于 (CU — I) (2.9.320) 
其 主 值 为 . 
Ew 一 了 (一 D GT 一 DID (2.9.325) 
研究 几 个 二 为 特殊 值 的 情况 : 


1 1。 状 o 就 是 (2.9.2) 式 的 Green 应 变 张 量 七 ， 六 为 《 利 
用 (2.56.15)) 


Ew -- + (b= (C= (2.9.330) 


其 协 变 分 量 为 
EL 一 广 (C48 — Gas) =— (ga G45) (2.9.335) 


主 信 为 
BE 一 上 (一 19)， (一 LI HUID  (〈2.9.33c)》 
上 2 Tr 
2, 办 :二 一 1 
Ei- 1 (il t) (2.9.34aY) 
, -一 “一 = 一 -一 - 二 一 -ds 好 
2(—1) 2 
其 逆 变 分 量 为 
ELAB 一 方 (G48— C43) i 四 (GB — g45) (2.9.345) 
主 慎 为 


Edm L(A) 一 II,IID (2.9.34c) 
r 2 I 


利用 (2.8.25) 的 第 四 式 , 庄 上 式 可 得 EE-o 与 (2.9.12) 式 的 Almansi 
应 变 张 量 e 的 关系 : 


四 下 对 、 中 


‘rp 


i ey 1 nD 革 
E'‘ = R&R*. (1-0)-R Re.R {2.9.35] 


因此 作 - 就 是 Almansi 应 恋 驳 量 e 经 过 旋转 的 结果 , 芭 c 的 主 
值 与 。 的 主 信 想 同 ,但 Em"* 的 主 方向 则 为 Lagrange 方向 N ( 往 
意 。 的 主 方向 为 Euler 方向 mn)。 以 后 称 放 -” 为 Atmansi 应 变 
度量 。 

3. # 一 112， kam 就 是 (2.9.6) 式 的 工程 应 变 张 量 : 


1 
和 


站 六 ~ 《 

EY- i=C—lT=E-, (2.9.360) 
其 主 全 为 

Eeam -一 2 一 1 (To 1, Il,111) (2.9,366) 

rf I 


4. #4 一 0， 当 # 一 0 时 , 设 (2.9.31) 式 (4) 取 其 2 一 0 时 的 
极限 值 , 硬 


limf(4) 一 ln (2.9.37) 
因此 
Eo Er in 问 一 >) Clna }NN 【2.9.384 1 
rT rr 
其 主 慎 为 
EV ni (T= 1, 11,11) (C2.9,385Y 
Tr 下 


最 后 , 我 们 来 讨论 对 应 于 (2.9.28) 式 函数 万 1) 与 忒 2) 的 两 


种 不 同 的 Hil 应 变 度量 6 与 站 之 闻 的 关系 。 将 f(4) 在 1=- 1 
处 展开 成 竹 级 数 。 并 注意 条 件 (2.9.30) f(1) 一 0, FC1) 一 1, 可 
竹 


f04) 一 (1% 一 1)+ > (CD 人 一 1 十 


* 6 = 


因此 达 也 可 展 成 站 一 重 的 震级 数 ， 
F—(U-D)+ AS DLS I (2.9.39) 


因此 可 知 两 种 不 同 的 应 变 魔芋 四 与 他 之 差 可 表示 成 
I 


F (2.9.40) 
m— 7 FD) — 1)) 


式 中 : “… 表 示 更 高 次 (对 于 大) 的 项 ,由 此 可 见 攻 与 了 所 差 的 


是 二 次 及 更 高 次 的 项 。 车 到 攻 一 记 "、 儿 一 Ew， 则 (2.9.40) 给 
出 

4 < 人 

Em — ED 一 。Eo . Ew + .… (2.9.41) 


$2.10 协调 方程 


Riemann-Christoffel 张 量 的 定 闵 汶 


i 
Ritl 一 了 (Rinik 十 giast 一 ginik) 


+ eT Tirs — TerrTirs) (2.10.1) 
式 中 Pr, 等 表示 第 一 类 Christoffel 符号 。 此 张 量 为 不 是 欧 民 空 
间 的 必要 且 充 分 条 件 。 


Riemann-Christoffel 张 量 满 是 Bianchi 恒等式 : 
Room 十 Ri + Ram — 0 
上 式 虽 然 有 五 个 自 册 指标， 但 实际 上 只 包含 三 个 独 开 式 。 上 式 
可 以 利用 在 所 研究 的 点 处 使 所 有 的 ”Christettel 符号 都 等 于 零 
《ri 一 人 的 笃 味 及 二 明 。 
人 


一 、GQGreen 变形 张 量 Case 所 满足 的 协调 条 件 


在 构 形 = 中 以 六 为 坐标 , 订 量 张 量 为 gy， 8'!; 而 在 【Xt，r} 
坐标 系 中 , 则 度量 张 量 为 


一 
IAB —= Cass gg" = CA 


由 (2.10.1) 式 ,由 于 变形 后 的 物 淋 构 形 处 于 欧 氏 空间 中 ， 在 构 形 
中 此 Riemann-Christoffel 张 县 


及 一 Ringpg gg'g 一 Rascog ga gr 
恒 为 霉 ; 丙 此 , 式 中 的 分 景 必 为 零 ; 即 
Riiks = = (gsr TF Eiki — Eikidl — Binit) 
+ gv (Ti, Ti 一 了 Ar 一 {2.10,2) 


二 1 
Riacp™ 了 (EAD, BC 士 gpe,Ap — FAcBD 一 gap,ac) 


' 十 ge (Tp,rTpe,s 一 下 ,asTsps) 一 站 {2.10.3) 
式 中 了 .pa 等 表示 在 构 形 - 中 的 第 一 类 Christoffel 符号 。 由 于 
ge 一 C45 8 (2.10.3) 式 可 时 作 : 
Rscp = py {GCap,sc +t Cpcap — Cacan — Cpp,ac) 
十 CR (CF ,aTgc,s 一 Fic,rTsp,s) = 0 (2.10.3), 

式 中 

了 mc 一 福 (Cacs tt Coca — Cane) {2.10.4) 
{2.10.3》 式 称 为 Green 变形 张 量 Cas 所 满足 的 协调 条 性 ， 它 包 
含 形式 不 同 的 六 个 方程 ， 但 是 这 六 个 方程 之 闻 满 足 一 定 的 关系 
(Bianchi 恒等式 )。 


二 、Cauchy 变形 张 量 ci 所 满足 的 协调 条 件 


在 构 形 腕 中 以 X4 为 坐标 ,度量 张 量 为 Gus，G48; 而 在 {x1， 
zl 举 标 系 中 , 则 度 景 张 景 为 


=-1 
Gj ey Go er 


由 (2.10.1) 式 ,由 于 变形 前 的 物体 构 形 处 于 欧 氏 空间 中 ,在 构 形 统 
中 的 Riemann-Christoffel 张 量 


久 < 一 RnGxLGsGcGo 四 RuGMGiGaG， 
值 为 零 , 因 此 式 中 的 分 量 必 为 零 , 即 


珀 
Ramp 一 (Gapnsc 十 Gacadn — GacsD — Gaprac) 


岗 EE 站 六 
+ GES{T gp, nT Be,s — Tic,rlTeps) = 0 (2.10.5) 


村 
Riirt = (Gi 本 Gi — Gi — Gh,n) 


EE EE EE EE | 
十 GO” 《Tri ™ Piri) = oO ， (2.1 0.6) 
二 _ - 。 
式 中 Ti 等 表示 在 构 形 统 中 的 第 一 类 Chtistoffel 符号 。 由 于 
人 mw ci, Gi ci, 《2.10.6) 式 可 写作 


过 1 
Rig = 一 六 (ci,ik 十 eipn 一 CR Ci) 


一 了 E Ey EE 晓 ， 
十 “Ts — TitwTis) = 0 (2.10.6) 
式 中 
交 1 
Di 2 {ern 十 eii,t) (C2.10.7Y 


(2.10.6) 式 称 为 Cauchy 变形 张 量 ci 所 满 足 的 协调 条 件 ,包含 形 
式 不 同 的 六 个 方程 ,其间 满 足 一 定 节 关系 (Bianchi 年 等 式 )。 


者 大 和 入 


$211 例 


例 1 变形 梯度 也 一 党 张 量 


由 (1.2.13) 式 ， 
dad = dP . DD = (PO) .dP 
| aD 一 0， 芍 
ef 
DO—0 
其 分 量 形式 为 


Crh)m=0 Mm is EF Xs 一 0 
若 采 用 向 卡 儿 举 标 ， 并 将 *#、 芭 < 记 作 s', Z 4, 则 读 变 导数 同 六 通 
导数 。 设 忒 一 2 人 ZL4)，s4 为 ZL 的 毅 数 ,2 一 0， 故 上 和 式 成 
蜀 


giaw— 0。 好 晶 一 const 


因此 时 为 了 4 的 线性 函数 。 
”和 例 2 均 色拉 伸 
设 采 用 笛 卡 儿 和 坐标 i’ 一 内 ，X4 一 Z4。 且 s' 系 与 X4 系 的 
坐标 轴 平 行 , 故 基 矢 景 相等 9: 
= = 王 = 
设 变 形 梯度 协 的 矩阵 为 
hii 0 0 
人 1 一 je 一 lo 2 0 
0 0 4%| 


全 为 葡 单 起 颗 ; 这 里 在 加 构 形 中 的 基 舌 时 有 有 nn 记 作 工 ; Ds 了, 不 避 引 起 第 
标的 混 锅 。 在 不 致 引 起 息 铺 的 情况 下 :以 后 刍 中 的 角 标 1 HI HI 记 作 1 2， 
3。 加 


s 


|- 


则 可 计算 得 到 


0 0 

也 11 
[Di ~ Ixsl ~ 0 47 0 
lo D0 a1 
E| 


_， | 站 全 
ICi= Db* .Dm lel = Dd. mo + 0 
0 0 
a ,| 
CI = BD-Drl = Iel ~ ID .DI—io 和 
io 0 4 

变形 张 量 的 不 变量 为 

FC) = Fle) = C4 0 P+ 


一 -一 一 
PC) = fe) 一 > SOCE CE 一 2 Bi er ef 


一 4 十 4 十 Ld 
FAC) = Le) Cs) el 一 Wan 
例 3 简单 剪 切 (或 单 前 ) 
设 采用 重合 的 笛 卡 儿 Lagrange 与 Euler 坐标 系 Z4 与 si。 
设 7 为 剪 切 角 (图 2.4)， 令 5 一 tan7Y。 从 标 变换 关系 为 
st SZ HZ WZ 
或 2- 
Zl sl Seg, Zi i Zi 


则 可 计算 得 以 下 种 张 量 的 矩阵 ; 


和 S$ 站 
Pi = Hxisl 一 0 1 1 
1。 。， 
A 1 一 网 0 
到 
1DI 一 1X4 和 一 0 1 0 
心 0 1 
访 
如 人 站 ， 
1 一 1D* .ED 一 SS 1 十 了 
0 0D 
一 & 一 —t 1 二 六 一 当 
到 3 3 
上 一 IIP :Dll 一 | 一 3 i 
0 0 
0 3 
2 
村 i 让 并 
ta] b= s 8 
2 2 2 
0 他 
» | 
ie = ID* . bi -~ i sl1+s 
和 必 


人 


sr! | 


Le 3 
ee 


1 二 4+ 50 
el 一 站 D Dr 一 | #8 1 0 
0 0 1 
0 点 0 

及 | 3 3 2 
Il 一 全 人 一 -ss 

4 2 “2 
0 0 0 

变形 张 量 的 不 变量 为 


FO Fc) mI3+S 
GCT 一 FA m3+8 
FAC) — Fe)— 1 
故 单 蚤 村 体积 不 变 。 
Green 应 杰 张 量 的 不 变量 为 


FACE) 一 呈 ACE) 一 一 全 ， FE 一 0 


Almansi 应 变 张 量 e 的 不 灾 量 为 


Fe 一 一 一， Fi(e) 一 一 全 ie) 一 0 


现在 来 求 张 量 C 的 三 个 主 值 5 一 人 一 Di 1), 与 三 
个 主 方向 N。 主 方向 NN 应 满足 (2.6.4) 与 (2.6.3) 式 


(CCDN=0, (cd CINe 一 0 
而 主 值 C 所 满足 的 特征 方程 (2.6.5) 在 本 便 中 成 为 
C3 FC FIC— FI 
剖 ! 
C (3 二 SC: 十 (3 十 SC 一 1 一 0 
| 


或 
(CE 一 DC 一 (2 二 SIC 二 Im 一 0 


故 特 征 报 即 主 什 为 出 


crmitlis+s /itrls 
] I 2 4 


Ctmitis-s rls 
2 4 


1 11 


CA=l1 
lil 11IE 
代 人 (2.6.3) 式 ,得 
1—€ 3 0 N!] 
EY 1 十 时- 一 大 0 N:|=0 
0 0 1 一 C | 


用 5 二 1 代 人 C, 得 
NM 一 一 0 一 1， 故 N= 


TIT II 11I 113 


用 C 信 代 入 C5, 得 


Mv- lst fris, N=0 
了 I 2 44 1 


一 上 年 
一 由 二 人 SA + 
| 人 
E ] TT 1 一 1 
-人 +s+s Vi+ 士 引 。 
之 _ 4 


全 三 个 主 值 各 肯 下 标 1 ID 111 表示 a。 


_ 


+t (Sstryirts) | 
1 1 1- 过 
N— 人 2+ 二 5 一 s i+ 二 
1 
[tist itt 
现在 来 求 张 量 c 或 6 的 主 值 与 主 方向 。e 的 主 什 ce,z 同 
C 的 主 值 C，C，C。 以 nn 表示 主 方向 , 则 


(en-0 即 (Zh 0 
在 本 例 中 成 为 


一 
1 -Se 写 0 op! 
一 ! 
字 li—e 0 nr1=0 
一 】 了 
0 0 1 一 下 


主 值 <, ,< 同 C，C, Go 将 它们 依次 代 人 上 式 之 <， 可 求 得 三 
个 主 方向 为 
一 和 + 二 一 sh + 二 3 
- | 5 十 【一 lsri +45)5| 
n—|2+ 寺 s+ sy! tlisy 


[st y+) 


二 得 当 浊 


n= 
3 
图 2.4 中 设 N 与 Z! 轴 的 夹攻 为 6, 由 对 之 表达 式 ,可 知 


一 


tang= NN 1 s+ 1+is 
I 1 2 了 


tan 28 一 一- 2 
硬 


现在 来 求 表示 物体 旋转 的 正 交 张 最 访 。 由 (2.8.21) 式 ， 
R = nN 十 nN 十 nN 一 玉生 多 KG 


3 Il 也 


因此 


RR = 一 NAM ye 十 HM Ee + nN 
县 下 3 11 4 工 了 


则 计算 可 得 


Rt. 二 一 本 A 七 NEN 二 NAN 
1 I 2 1 3 hi 


如 
之 
忆 


3 a 入 
之 
局 
2 


RI = Rl 一 


Ca 
mu t 
bh 
wh 


天 
二 SU 二 工 3 0 
2 4 


_ls to) (+ 0 
0 0 1 
在 小 变形 情 瑟 下 . 和 1， 则 有 


1msltilis, ~l1— ls 
I 2 wt 


ev 
jw 

中 
| 山 
a! 
7 

各 


者 全 1 向 


二 3 和 =: 1, 9 一 三 


习题 2.11 设 取 N 平 分 两 主 方向 NN, N, 且 其 垂直 方向 为 N: 


[ 


N— 2CN-N, N- ?N+N) 
在 变形 前 ,N 与 N 夹 成 zj2 角 , 设 在 变形 后 夹 成 zf2 一 Y 角 。 证 
阴 


有 _ At FE , 1 
siny 一 工人 tanr— LH 
下 ”二 于 网 网 
: : II 111 
在 图 2.4 的 单 剖 变形 情况 下 ， 
aa 一 ss 二 上 上 
才 
例 4 融 柱 体 扭 转 


取 Lagrange 坐标 系 X4 与 Euler 坐标 系 x 为 重合 的 加 柱 
坐标 系 ( 图 2.5); 
X= R, X=—0, X77 
T=r, R=0, Peg 
在 扭转 情况 下 ,坐标 变换 的 关系 为 : 
r= RR = 二 KZ2, 5 二 2 
即 


| 


3 = 


守 一 和 和 一 和 十 起 冶 ， 
其 递 为 
和 一 2 Ni 一 Kx:, T= 
易 求 得 
1 0 | 1 0 "| 
laal = Ho R00, IG = $0 
0 0 1 0 0 
| 1 0 9 | 1 0 0 
le 一 7 ol, fal=le 1 0 
| F 
lo o 1| 0 09 | 
| 0 0 1 0 0 
上 让 一 0 1 Kl NxM=0 1 —K 
| 0 | lo o 1 
由 (2.5.3) 及 【3.5.6) 耻 ,写成 由 阵 形 了 式 ( 以 业 号 表示 转 置 ) 
| 0 0 
Caal = lesal*llgalllaisll = 0 RR’ KR: 
lo KR?: 1 + KiR? 
1 0 0 
je = DrallG #20 isll* |i 0 = 十 K* kK 
0 KE 1 | 
现在 来 求 变 形 张 最 的 物理 分 量 。 
C == Cas Gs 一 全 ‘GF > 之 ri -六 Goo 
Ga 
夏 物 理 分 量 为 
全) 一 ch fe (不 对 指标 4,B 求 和 和 ) 
BH 


3 Ph * 


机 为 
1 0 0 
| 0 1 天 
lo KR: 1+KR? 


ie sl = Necwl 一 


1 0 0 
一 | 0 1 KR 


cd fe 
Gas ! 2p1 
‘0 KR 1+ RR 


这 相当 于 在 例 3 的 单 前 中 取 ZY@, 2:Y2 ,ZYR, 及 5 一 KR。 
同样 由 


lic: = 


< 区 一 谏 经 (不 对 i f 求 和 ) 
了 
及 
， 1 0 0 
esl = leslesll =lo 14+ mK kK 
0 Kr 1 
可 得 
1 0 从 
eB oo 14g Kr 
i0 Kr 1 


这 相当 于 在 例 3 的 单 前 中 取 xY0, zYz, Yr 及 5S 一 Kr。 
例 5 立方 体 的 纯 弯曲 
取 Lagrange 坐标 为 第 卡 儿 化 标 1X4] 一 {X,Y 了 ,2Z}，Euler 
坐标 为 柱 坐 标 {x 一 47 ,6,*}， 并 设 = 与 Z 轴 和 平行,8 = 0 射线 
与 工 轴 重合 ;如 图 2.6。 坐标 谈 换 关系 设 为 
rr(tR), O00Y), 2:= s(7) 
其 道 为 
X= Kr}, Yo YI0), Z 一 (zy) 


a 


六 Bb 


上 
a PT sD 


| 
| 
| 
| 
[ - 
1 
Eo 1 友 1= 于 


图 2.6 
计算 结果 如 下 : 

] 1 0 0 

ess = G4 =l0o 1 0 

10 0 1 
1 0 0 1 90 
lal—llo 一 9 de 有 一 0 50 
0 0 1 lo oi 
nr 0 0 |* 0 0 | 
dxisll= oo 0 of, 人 一 0 YY 0 
10 0 区 i 0 


式 中 一 撤 ”所 表示 对 各 上 自 的 自 变 量 求 导 。 
由 (2.5,3) 与 (2.5.6) 式 ,得 


r 站 0 
CS we Cal = Nei lsllllxtal = 0 0” 0 
0 0 82 
r” 0 0 
-1 | ， 
ed = adel = 0 8° 0 
0 0 gs 


= 100* 


rr” 0 0 


一 -1 
es = estlllleall = 


0 -0 x? 
变形 张 量 的 主 不 变量 : 
(CS Fle) retro 
AKC) I A) 10 + Cr0 gy + Cer 
CC) = 一 ,leY) = (rr'0's’y 
主 长 度 比 ， 
4 rn A= rH 站 一 ge 
1 2 9 
变形 张 足 的 主 方 襄 , 均 为 党 坐标 回 方 向 : 
N 一 G, N 一 GG N 一 Cx 
I i HI 
n c= 匠 下 一 过 ¥ n 二 gg 


因此 (BK 为 gf 的 行 指 标 , | 为 列 指标 】 


os —rsing 0 


lar ll = Sn reosD 0 
' 0 0 1 
HC2.8.21) 式 ,可 求 出 
1 0 0 
|R:xl| = Il 9 于 0 
了 
| 0 1 
cosH —rsinD 0 
{RSE = Rl lay = Tsing eos 0 
0 0 1 


二 站 了 = 


i cosd — sing | 


I cos 器 | 


NR 一 I Y Kak. 


Bt 


i 
《不 对 指标 7 求 和 ) 


cos 日 一 sna 0 | 


Sm 让 cos,? | 


IR = NR = lethllR:xl 一， 
| Do 人 1 
习题 212 设立 方 体 普 曲 成 为 一 球体 : 
rr(tX), 09=a(Y), 香 一 四 2Z 


式 由 ,9, op 邯 球 举 标 (图 1.7]， 试 计算 人 ,ee 与 R。 


5212 相对 变形 


在 太 兹 的 以 上 各 节 中 ,我 们 只 研究 了 物体 的 一 个 初 抬 构 形 统 
【在 时 将 0) 与 一 个 终 构 形 “(在 时 刻 加, 凤 !， 取 某 一 定 值 ,实际 上 ， 
物体 的 构 形 是 随 着 时 间 而 变化 的 ， 我 们 可 以 了 表示 变化 的 时 间 参 


中 O02. 


px tt} 


pi 


图 2.3 

数 ， 对 应 的 构 形 记 作 ~(r)。 图 2.8 示 物 体 在 时 交 ,与 工 的 三 
个 构 形 弦 (w)，-(D，"T)， 则 矢 径 p 与 质点 P( 凤 初始 构 形 嘱 
中 的 天 经 ) ,时间 的 关系 (相当 于 {2.1.1) 号 (2.1.2) 趟 ) 为 


p— plP,r) 或 x wi(X4, rz) (C2.12.1) 
P= Pip,r) 或 XA XAr ,Tr) C2.12.2) 
函数 42.12.11 可 称 为 变形 函数 。 


在 (2.13.1) 式 中 令 r 一 + (+ 指 某 -特定 时 刻 ), 并 以 了 表示 * 
时 刻 的 舌 径 , ?表示 :时刻 质 点 的 Euler 坐标 , 旭 有 
上 二 ptP,7)， 或 太一 YA ,7) (2.12.3) 
我 们 远 初 始 时 刻 所 的 构 形 弦 (&) 作 参考 购 形 ,并 以 Dwr) 表示 
从 参考 构 形 静 (a) 变换 到 * 时刻 的 构 形 -0) 的 变形 梯度 , 即 接 
{2.3,14) 式 ， 
D.C) 一 bv 一 ra 
D(z) 是 一 个 两 点 张 量 , 前 矢量 在 构 形 -C2) 中 (以 在 上 面 加 一 横 
表示 ) , 而 后 矢量 在 初始 构 形 弦 (,) 中 (以 在 上 面 加 “《 ”号 表 
示 )。 反 之 ， 从 构 形 “(z) 变换 到 初 给 构 形 弦 (1》 的 变形 梯度 记 
作 Da)， 受 然 它 是 Do 之 地 ,可 记 作 了 rp。 它 也 是 一 
个 两 点 张 基 ,但 前 矢量 在 构 形 统 (i) 中 ， 而 后 矢量 在 构 形 -C4) 


"F035 


中 。 以 后 , 当 以 时刻 的 淘 形 为 初始 构 形 时 , 则 往往 把 下 标 “(ww) 


省 去 未 号 ; 即 把 Dow(s) 简 记 为 DC)， 把 Duy 简 记 为 D6)。 

我 们 也 可 以 不 以 统 (,)， 而 以 “(A) 作为 参 郑 构 形 ， 同 时 把 
: 时 刻 的 Euler 坐标 当 作 随 休 的 Lagrange 坐标 使 用 。 那么 
变形 函数 可 以 求 出 如 下 ; 

由 (2.12.3) 式 解 出 P,X4, 或 者 直接 由 (2.12.2) 式 ( 令 工 二 1)， 
得 到 

Po—P(B,i), 4 一 XE, 7) (2.12.4) 
将 (2.12.4) 信 人 (2.12.1) 式 ,得 
疡 一 pOP(B, 1), +), 记 作 了 一 Poo( 百 , 7) 
x 记 作 xi 一 xin(xi, Tr) 
式 中 下 蒜 “DD” 表示 以 :时刻 的 沟 形 "(2) 作为 参考 构 形 。 内 此 ， 
这 里 的 “初始 " 构 形 中 的 矢 径 为 了 ，Lagrange 坐标 为 卉 , 而 “ 终 ” 爸 
形 中 的 笑 径 为 p，Evler 坐标 为 x。 在 以 前 的 几 节 中 , 我们 用 大 
号 字母 表 示 初 给 构 形 统 (1s) 中 的 量 。 以 区 别 于 用 小 写字 母 表 示 
的 终 构 形 “(+) 中 的 最。 这 里 我 们 只 好 在 “初始 ” 构 形 "Cz) 中 的 
量 上 面 加 一 横 以 示 区 别 了 。 

本 来 ， 在: 时刻 构 形 -(#) 与 7 时刻 构 形 -(r) 中 可 以 用 不 
同 的 曲线 学 标 系 ,但 是 为 了 简单 所 见 , 仍 用 相同 的 Euler 坐标 系 。 
但 要 注意 , 同一 质点 在 不 司 的 时 刻 * 与 时 刻 7 的 位 置 的 坐标 好 与 
x 是 不 同 的 。 

下 文中 既然 已 经 把 从 时刻 构 形 过 (%) 变换 到 : 时刻 移 形 
-Cz) 的 变形 梯度 记 作 DC)， 那 么 类 似 地 ， 从 时 刻 构 形 殉 (z) 
变换 到 时 刻 构 形 “(r) 的 变形 梯度 可 记 作 D(z)。 D(C 表示 
以 矢 径 P 为 自 变 量 时 ， 拓 径 包 的 梯 变 〈 即 天 对 四 的 导数 )， 而 
D(Cr) 则 表示 以 基 径 了 为 自 变 量 时 , 矢 径 p 的 梯度 ( 即 p 对 P 的 
导数 )。 于 是 , 从 * 时 刻 构 形 -C2) 变换 到 = 时 刻 构 形 -(r) 的 变 


了 和 地。 


(2.12.5) 


形 樟 度 可 记 作 Dr， 它 表示 以 撩 径 五 为 自 变 最 时 ， 矢 径 p 的 
样 度 ( 央 pp 对 的 导数 》。 Diokr) 称 为 相对 变形 梯度 , 它 世 是 一 
个 两 点 张 量 ,其 前 矢量 在 构 形 (7) 中 ,而 后 笑 晤 在 构 形 -ko 中 。 
现在 我 们 来 研究 变形 梯度 DO),，D(7)， Dar) 三 者 间 的 关 
系 。 由 (2.3.11) 式 ,可 和 写 ~ 
dB = DO :dP 
dp— Di{r) .dP (2.12.6) 
dp DAT): dB 
将 上 式 的 前 网 式 代 人 入 第 三 式 ,得 
Dir}: aP 一 了 Cr .DO -AP 
因 dP 为 尾 意 ,小 


Dr) 一 D.,(r) = Ds) {2.12.77 
把 变形 梯度 看 作 和 估量 对 天 是 ( 舌 径 ) 的 导数 , 则 (2.12.7) 式 类 似 于 徽 
光 2 中 的 复合 函数 求 导 医 区 { 链 从 则 )， 在 区 2.8 中 用 箭 冻 表示 
变形 榜 度 的 " 始 ”* 与 “ 终 ”。 但 要 注意 {2.12.7) 式 者 端 ， 写 在 后 面 的 
DG) 发 生 在 先 , 向 写 在 前 面 的 了 Crz) 发 生 在 后 。 
我 们 用 (”) 表 示 某 景 (。) 之 递 , 则 四 (2.12.6) 式 ,可 得 
aP — DGC) . dB 
aP = D{r) . dp (2.12.8) 
aB — Denlr) .dp 
将 {2.12.6) 第 一 式 代 入 (2.12.8) 第 一 式 , 或 反之 , 将 人 2.12.8) 第 一 式 
代入 (2.12.6) 弟 一 式 ,得 到 


DD) :DOD 1, DO. Do) -1 (2.12.90) 


上 式 中 第 一 式 的 1 表示 在 构 形 忱 (1) 中 的 度量 张 量 ,而 第 二 式 的 

1 则 表示 在 构 形 “fo 中 的 度量 张 量 。 以 后 我 们 对 各 构 形 中 的 度 

最 张 最 1 不 加 区 分 ， 因 为 它们 可 以 相互 通过 平 称 而 得 类似 于 
* 105* 


{2.12.0a) 式 , 可 以 得 到 
Diy. Dr) = I, Dr)-. Dr)=1 (2.12.985) 


D.Cr) ” D.,(r) 一 1, 了 Dr ) ” Dal) —I 《2z.12.9c 1) 
在 (2.12.6) 第 三 式 中 ,相对 变形 樟 度 Doktr) 的 道 为 


Dz) 一 Ds(r) 
下 
dB — Dt) + dp — Dis(r) .dp (2.12.10) 


我 们 以 Ca(r)，eo(r) 与 Rlr) 表示 从: 时 刻 构 形 -人 
变换 到 所 刻 构 形 -(r) 的 右 Cauchy-Green 相对 变形 张 量 ， 左 
Cauchy-Green 相对 变形 张 量 与 表示 转动 的 正 交 张 量 , 则 当 r 一 :* 
时 ,显然 有 

Cl = esr) = RD 一 开 (2.12.11) 

现在 我 们 来 研究 有 关 相 村 罕 形 张 明 的 一 些 关系 式 。 由 (2.5.1) 
式 ,有 

CA) = Dy , DO) 


Cr) = DT)* . Dir) {2.12.12) 
Cetr) 一 Dr)” * Dr) 
而 由 (2.5.2) 式 , 则 有 


eC1) — DO) . DU)* 

el(r)— Dr) - DEr)* (2.12,13) 

co(r) -= Da(z) : Do(zr)* 
(2.12.12) 与 (2.12.13) 式 之 道 各 为 

CO = PO) . DCo* 

Cr) = DEr) : DOr)* (2.12.14) 


* T1086 二 


一 4 -Ll - -1 
Cn(Cr) =— DD.t{r): D.Cr)* 


CF) = DC)* = Dn 
er) = DC) . DEr) (2.12.15) 
cl7) — Dir)* » Doar) 
将 (2.12.77 代 人 (2.12.12 的 第 二 式 , 得 
CT) 一 Dr+ . DEr) 
一 【了 nr) DO : CDen(CT) + DN) 
一 DO :Dr)t : Dtr) + DO) 
因 于 ,利用 (2.12.12) 第 三 式 ;, 上 式 可 写作 
Cfzr) = DO)* . Colr) . DO) (2.12.16) 
式 中 左 问 CIr)] 为 构 形 深 (t) 中 的 张 量 ， 右 端 家 .wtT) 为 移 形 
“让 中 的 张 量 ,但 前 后 各 点 相 DOD* 与 DO 后 也 成 为 构 形 统 (w) 
中 的 张 量 。 (2.12.16) 式 也 可 另 法 证 明 如 下 : ”将 (2.2.18) 式 用 于 从 
构 形 wtz) 到 (lr) 的 变换 ,得 到 
tds = dP. dp = dB* CintT) * zg 
将 {2.12.6) 第 一 蕊 的 a 代 人 ,得 
(2 一 dP - DIDr Ctr). DO -dP 
但 (2.2.18) 式 直上 赚 用 于 信 构 形 过 (10) 到 (7) 的 家 换 ,将 给 出 
(dy = dP .Ctr) :dP 
将 以 上 两 式 加 以 比较 , 即 得 C2.12.16) 式 。(2.12.16) 式 表示 C7) 与 
Clr) 的 关系 ; 苇 北 汶 
Cr) = DD Ct) : DOD* (2.12.17) 
类 似 于 {2.12.16) 式 的 推导 ,可 得 etz) 的 表示 式 。 将 {2.12.7) 
式 代 人 入 (2.12.13) 的 第 二 起 ,得 


* OF 


str) = DC): DC)* = Pol) DG (Dalr7) .DCD)* 
一 Dutr).: Dt) -+ DOy* . Dry* 
利用 (2.5.2) 式 ,上 忒 可 写作 
sf 一 Dr el DCr* (2.12.18) 
其 逆 为 
er) = De(r)* ed) Dr) (2.12.19) 
(2.12.19) 式 也 可 用 以 下 的 方法 证 朋 : 将 (2.2.30) 式 用 于 从 构 形 
(Hy) 到 的 站 的 变换 ,得 到 
【3 一 2P:dP 一 de 9 
将 {2.12.10) 式 的 4B 代入 ,每 
Casy 一 dp Doar)* ec Da(r) dp 
将 此 式 与 
《23 一 dp ez) dp 
作 比 较 , 即 得 {2.12.19) 式 。 
可 以 对 租 对 恋 形 Diy(r) 进行 极 分 解 
Dtr} = 及 TD Ur) 一 Veotr) - Rr) (2.12.20) 
式 中 U(r) 与 Yatr) 为 从 时刻 构 形 “9 变换 到 Y 了 时刻 构 
形 -(r) 的 右 伸 长 张 最 与 左 伸 长 张 量 : 


UnCr) 一 Cr) 


_in (2.12.21) 
VtT) = colT) 
取 ( 避 .12.11) 式 之 方 很 ,得 到 当 7 一 + 映 


UD = Yo =1 (2.12.22) 


所 全 们 加 二 


第 三 章 运 动 学 


3.1 场 的 措 述 方法 ,对 时 间 上 的 两 种 导数 一 一 
物质 导数 与 空间 导数 


在 图 ?2.1 中 我 们 讨论 物体 的 芝 (a) 与 wD 丙种 构 形 ,在 本 章 
中 将 把 : 当 作 变化 的 时 间 参 数 。Lagrange 化 标 义 ^ 是 构 形 统 (n) 
中 的 固定 坐标 ,换言之 ， 在 构 形 眶 (ma) 中 质点 的 矢 径 王 只 依赖 
于 坐标 X4; 作为 坐标 妨 4 的 函数 PICX4) 与 时 间 上 无关 ,因而 基 
矢量 G4(X*) 一 8P/6X4 也 与 时 间 :无 关 , 即 不 随 : 变化 。 线 元 
dP 可 表示 为 (2.2.2) 式 , 即 
dP XCG,(X?) 
我 们 恨 定 Euler 坐标 x’ 是 构 形 -Lr) 中 的 固定 坐标 ,换言之 ,空间 
点 的 矢 径 p 只 依赖 于 坐标 x'(i 一 1,2，3)， 而 不 显 含 时 间 参 数 
i; Pp 作为 坐标 x 的 函数 p(w) 是 与 时 间 * 无 关 的 ,因而 基 矢 量 
g(xi) 一 Bp/Bxi 也 只 依赖 于 坐标 #1(f 一 1，2,3)}， 而 不 显 合 时 
间 参 数 t。 线 元 dp 可 表示 为 (2.2.5) 式 , 即 
dp 一 dx'gi(x!) 
物体 的 运动 或 变形 由 {2.1.1) 或 (2.1.2) 式 来 描写 , 即 
p= plP,1), x — x(X*, 1) [3.1.15》 
P= Plp,1), Ko XA(x', FY 长 3 二 .1 起 3》 
加 果 在 构 形 -kz 中 采用 Lagrange 随 体 举 标 4， 那么 这 个 
学 标 系 是 随时 间 * 而 变化 的 ; 记 作 {X4 ti 由 (3.1.1a) 式 ， 对 
应 于 一 定 的 质点 P 因而 一 定 的 X4，P 因而 x 是 随时 间 + 变 


Ds 


化 的 ;在 “4 中 坐标 曲线 ( 即 X4 绕 ，4 二 I, UU, I11) 也 是 随 着 
时 间 z 而 变化 的 。 

同样 , 若 在 构 形 腕 (ay 中 采用 * 坐标 ,那么 这 个 坐标 系 也 
是 随时 间 + 而 变化 的 , 记 作 41x, tj 由 《3.1.18) 式 , 对 应 于 一 定 
的 p 因而 一 定 的 x 因而 X“ 是 随和 寺 间 # 市 变化 的 ,在 绽 (n) 
中 坐标 曲线 (到 x 线 ,i 一 1,，2，3) 也 是 随时 间 :而 变化 的 。 

由 于 可 以 采用 上 述 两 种 不 同 的 坐标 对 场 的 描述 也 有 两 种 不 
出 的 方 靶 。 


一 、 场 的 权 述 方法 


采用 P 与 :为 自 变量 ,而 p 为 它们 的 本 数 , 也 就 是 采用 X4 
与 1 为 自 变 租 ,而 x 为 它们 的 函数 ( 现 〔〈3.1.1e) 式 }, 这 种 描述 方 
法 称 为 物质 描述 法 。 

采用 p 与 * 为 自 变量 ,而 了 为 它们 的 函数 ;也 就 是 采用 xi 与 
# 为 自 变 量 ,而 及 4 为 它们 的 函数 ( 见 (3.1.158】 式 ), 这 种 描述 方 
法 称 为 空间 描述 法 。 四 

既然 有 两 种 不 启 的 描述 方法 ， 相 应 地 就 有 两 种 不 朵 意义 的 对 
阿 间 + 的 导数 。 

在 物质 描述 法 中 , 当 P 固定 { 妈 对 应 于 一 定 的 质点 ), 任 一 物 
理 量 ( 标 盟 、 矢 况 或 张 量 ) 对 有 时间 z 的 导数 , 称 为 该 物理 量 的 物质 时 
数 , 记 作品 


(生计 


特例 取 (3.1.14) 式 天 径 p 的 物质 导数 , 则 得 到 质点 的 位 
移 速 度 ( 简 称 速度 ) 


一 4P — HP 1 
7 Ci py 《3.1.3》 


加 在 物质 描述 法 中 ;局 部 导数 ( 见 下 文 ) 的 表 李 式 风 (3.1.28》。 


10. 


在 空间 播 述 法 中, 当 p 因 定 ( 即 对 应 于 一 定 的 空间 位 置 ), 全 
一 物理 量 (标量 \ 矢 量 或 张 量 ) 对 时 间 的 导数 , 称 为 读物 理 量 的 启 部 
数 , 记 作 @ 
全 . . - 日 . . . 、 日 .. . 
人) 一 (一 )，, 有 时 筒 记 为 二 一 


Dr 日 


特例 ， 取 (3.1.2) 式 秋 径 P 的 局 部 导数 , 则 得 到 在 某 空间 位 置 
处 质点 先后 换班 的 速度 


v (5 ), 8 (3.1.4) 
应 该 注意 ,物质 导数 是 力学 中 的 本 质量 ,而 局 部 导数 则 是 观测 
量 , 即 在 空间 位 置 处 观测 到 的 最 。 


现在 来 求 (3.1.3)v 与 (3.1.4) W 的 分 解 式 。 由 (2.2.5) dp 的 
分 解 式 和 (3.1.3) 式 ,可 得 


v(m (3 
下 中 和 如 , A dx 
1 far Or dr 
" (3 ) (人 P 看 _ (3.1,6) 
而 由 和 .22) dP 的 分 送 志 和 种 (3.1.4) 式 ,可 得 
VY -= (EY), 长 三， 一 VA (C3,1.7) 
式 中 . 
OXY (OXY _ OX ‘Tat 
下 \ oh }), ( Bh ) a (3.1.8) 


例 : 均匀 速度 场 。 取 x'(i 二 1,2,3) 与 XA(A= 1,2,3) 
为 重合 的 第 卡 儿 坐 标 。 它 们 之 间 的 变换 关系 为 
Xx! == 针 1 十 yor, 和 RR Te WF 
@ 在 空间 措 述 法 中 ;物质 导 歼 的 表示 式 见 C3,1.27)。 


由 131 。 


- 


式 中 wo ~ 常数 。 对 于 第 卡 儿 坐标 : 


Eg: = (一 下 
£1 一 《az 一 LE, 
名 3 一 《33 = 让 
物质 速度 与 换班 速度 各 为 
= col , VY 一 一 vo 
习 业 3.1 证 明 
提示】 利用 


旭 “> 4 
XA (2 ) dxi 十 (和 2) 0 
各 所 


为 了 便于 今后 研究 矢量 或 张 量 的 两 种 导数 《物质 导数 与 局 部 
导数 ) ,我 们 必须 先 来 研究 基 矢 量 的 两 种 导数 。 
在 构 形 缠 (10) 与 构 形 “(9 中 各 有 两 部 协 挛 基 矢量 , 见 表 3.1 


罕 3.1 协 变革 和 医 重 


相形 襄 Lio) 构 形 = (1 
Lagrange 坐标 CAC XHY = A CN 区 = 二 
Evles, 替 标 G(x", 1 一 全 人 人 2 gi 一 Spe? 


在 52.2 中 曾 把 gx 平移 到 构 形 鹃 (my 中 ,并 记 作 Cy 及 把 
GG 平移 到 构 形 ~“) 中 ,并 记 作 如: 以 后 为 了 强调 基 天 量 Bs(X*, 
1) 为 随 体 的 ,有 了 时 把 它 记 作 名 4 


BAX , 1) = BAX", 1) = (3 ， (3,1.9) 


同时 把 舌 量 沼 ga 《 即 人) 分 解 的 分 量 , 记 作 入 ， 了 以免 与 天 | 


» 11%. 


重 沿 狗 形 综 (1w) 中 G4 分 解 的 分 量 六 相 混 诺 。 通 党 很 少 使 用 


G,(X4, 1t)， 一 般 将 两 点 张 量 由 按 基 关 量 Gs, Ge 与 gi, gi 分 解 ， 
例如 


p= pag (3.1.10) 
式 中 , 若 米 用 物质 描述 法 ,有 : - 
Pai Pa", 1) 
GG, 一 让， 一 grtXY, 1)) 《3.1,11z) 
面 若 采用 空间 描述 靶 , 刚 有 
划一 1) 
(as 一 GX tx, 1), gO— g(x) (3.1.115) 


对 于 构 形 “(PD 中 的 一 点 张 用 ,除了 使 用 Euler 坐标 的 基 
和 天 量 名 ，g’ 以 外 , 在 采用 物质 描述 法 时 ， 有 时 也 使 用 Lagrange 
从 标的 随 体 苏 变 基 欠 合生， 侣 。 例 如 


9 一 PB = 失 : 本 (3.1.12) 
式 中 
fs—= ftRY, 
Bi 一 BK, #) 
为 了 研究 性 意 和 天 量 场 或 张 量 场 对 时 间 的 导数 ， 我 们 先 来 计算 
基 矢 量 的 两 种 导数 一 一 物质 导数 与 局部 导数 。 


二 、 基 关 重 的 物质 导数 
根据 物质 导数 的 定 交 ,由 计算 可 得 : 
dG -0 A 


0, 
人 Iz df 


dVG dG4y dG 
dz dt dd 


ag 3 grit XNA, 1)) 
dt 


ar 
和 一 4 gi(x'(X, 1)) 
Bp: dx i 
一 
di Bo, drt 天 
全 呈 一 一 -下 TR EF TR 
了 CT Rini ) 
或 
-HE 


一 2 名, * Ej 十 EB; * (wTiB, ) = wR Re 十 Thi,) 
dg'' _ Og’! dxt 


一 — ve tT 十 AT? 
J Bk giTI + g Tix) 


-ptTig :gi — gg (viTng) 
一 — yt(Tiag + Tirg’) 
dv 8 全 AA 8 天 Xi | -一 
而 一 -TV 
这 里 曾 利 用 了 等 式 
_ 1 日 W 8 -一 Tiy 
a x 
dgf os d(C 
ri ‘© ¥;) 


和 Lh * 


Ce) 
(4) 


(ce) 


(f) 


(8) 


一 习 4 。 a 一 GG. (viTiga) — Tgt (A) 


de GG, 呈 一 viT ng “ GQ 


da od GN 
了 CE 4 


df dr 
Da 一 wTigu (2) 
剩 用 (1.1.20) 式 可 得 行列 式 1gfl 与 18 的 物质 导数 : 
a dE aE 
dt dr No HG 和 
一 -一 -et e = vill gr| C7) 
全 
dad le, -GE 1 1 
jg at VS vs dt ( g 
VG dvs VG ,, /一 
一 一 一 Tris 
三 一 一 | 《4 


度量 张 量 .转移 张 量 与 Eddington 张 量 的 物质 导数 均 为 零 ， 推 导 
如 下 : ~ 


1 
al 一 乞 《CaoGer) 一 个 (i) 
dr dz 
a dg a 
dn) ig gE gi 
了 了 ( gi’'E') 元 娩 客 Bi 了 E 


+ gg 可 一 (下 人 + 了 


十 git—otTig gg + gig'(C—utTig) 
m= yt[ (Tk 十 Dae)g wg — Trg gp! 


— ugg l= (sm) 


* 1i5» 


让 
a 


dg 
一 - 工 - 必 <) 一 :4 十 ‘G4 
~ (gag ) < 4 8 


一 pe + gitviTigr) — 0 (2) 


[时 ] 
al - 妈 和 _ dgf 2 ， 4 
了 3 《8 Gg') 3 CAB + gf 于 
一 viThgt Gp’ 十 Ba 一 viT!g!) 一 从 to) 
de_ 一 -和 (Ces GG) 一 一 本 [人 ,人 人 GGG 一 和 由 
二 Ft 
{p) 


Ed (gnggigt)— SO (Lggigi lg'g'et) 
dt dt 


d 
dt 
+ Lgeigr] SE gigt 十 


一 y'Tnl gl 多 人 
十 … 一 ge 《9) 
构 形 “tz) 中 Lagrange 学 标 系 的 其 矢量 物质 导数 为 


dz dt “OXA: BRA\Br xs DXA 


} 
(dB 一 VO" 一 名 s+: WT 


~ BX 


一 (vy) . 全 一 引 w (Cr) 
利用 上 式 及 对 候 笨 件 &s 立 一 站 可 得 


dR .Su 十 入 .dR 0 
At 全 六 了 


将 《xr)》 式 代入 ,上 式 成 为 


+ 


内 二 
8 .| CYv) -+ | = 
dr 
收 
A 
作 - — (V8 oo 
一 — (Vu) (7) 
js》 a. 
EE 7 {Bs * BB) EF 人 Bs 十 请 4 了 


一 VM 十 全 (vas) 
一 【ww 二 (Wad! ) Ban 一 Wada Vota C7) 


dg 好 上 可 上 dB’ Fe! A ds 
~ 站 = 一 全 十 时 
人 dr (全 多) 他 各 有 < 


一 VV) ) 

一 (— Vd gs 一 Cut ) 

一 — (V0 十 03) (1) 
(3.1.13) 


全 4 与 一 可 以 通过 下 文中 的 变形 率 张 量 的 分 量 表示 ， 见 后 


(3.3.15]】 式 。 
习题 3.2 ”利用 基 矢 量 名 与 名 的 物质 导数 的 公式 验证 


bE 


4 一 0 与 本 一 0 
f ez 


三 ， 蕉 矢量 的 局 部 导数 
本 所 局 部 导数 的 定义 ,由 计算 可 生 : 


Ce 


(9 -( 爷 )-。 
(全 see 


_ 8G (2 
OX ‘\ Or 


x 


) j 宣王 Vrs Gr. 


HG’ 
Dr 


)} 一 去 G(X, ))| 


~ 90 (BX 
BX2 \ 


sr 


), 一 一 下 EC 
(3) -9 
(< ) -Gs + Ge (20?) 
— VHT .Ge + Gy - (V "TEsGe) 
一 CT tt Tha ) 


= | 之 (Go Ge] 


型 


Be 
~ Or ) 
-ee 人) 


一 VMT#G Cas 一 Gd (FMYTAeCC 
= VE TirG 十 ToeG < 
OG 日 WwW G /OX 一 
( 本 ) OX (去 ). ~YThVYe 
这 里 曾 利用 了 公式 


1 OVG ry, 
VG OX 


* 生生 全 三 


( 鸣 )- 国 ee 
一 相 (Se ) 一 外- CO72T 和 Ga) 一 PTSor  (b) 


(一 人。 


| “， 音 ; 一 一 FST tf ” iC 一 — VBE. ‘1) 
/Pp 


利用 (1.1.20) 式 ,可 得 行列 式 |ga| 与 | gf 的 局 部 导数 : 
-YS) 


一 一 Tarsar AAAG — VATY| ek (i) 
/a 


(二 ) 


Vs (2%2) -- Ys AE 


4 
Bi V AT 


CO 


一 一 二 FF4T 和 一 一 下 4 各 1 和 | (二) 


度量 张 量 、 转 称 张 量 与 Eddington 张 量 的 局 部 导数 为 特 ， 推 导 如 
下 : 


8 有 - (gug'gi)o— 0 (7) 
Br /np Or 

al 一 8_ (CG G3) 一 BGP os 
( Pp [a p (2 


Dr 
D1 DO 
,< 
+ Ga (BB ) Ge 二 人 (全 )， 


-11i9. 


s 120 4 


A 

SI 
= 冯 

人 -一 
lL 


= VY (Twa tt Tyga GG? 
— GaaV THeGG? 一 GpGAVYITS GS) 
一 [Pa tt Tuna)G Ge — Ty -Gs 
— Tuc G1 -一目 Cn) 


间 

_ t 了 | 
| 三 (gug ) ， 
_ Dga ) CA : DO 
== 一 ， 十 二 
Dr po Wid ( 已; ) 
一 VTSgeg GG + gg VG 一 由 (Cn) 


(2 一 EE (gf Gae)| 


A 
过 
p 已? P 


Df 
3 
Ds ) 
一 
( 2 (2) 


(各) -区 @meern] 
D 


= 二 [GG;G. ;GGG0)) 
[全 or 全) G Ge | GGrGe + 


+ [GG Go] ( 二 ) GGe + 


一 VMTN GyGG. GAGG: 十 
本 [GsGe lV ACG Ge ve 
一 (9) 


这 于 多 4 与 站 的 局 部 导数 ,很 少 用 到 ,但 可 计算 其 下; 


(全 eeeeoo 


er 


-人 


Br Xe OR 已 ; 
3 本 
一 《TY ) - Ba 十 下 2 号 4 全 Cr) 
(人 
~ Or jp Dr j DO A xs ORS Br jr! 
} EP 

= (Vr) VT (Cs) 
C3.1.14) 


式 中 ff 等 表示 在 构 形 wD 的 Lagrange 坐标 系 {有 4，s} 中 的 
第 二 类 Christoffel 符号 。 
组 、 务 量 的 物质 导数 


设 为 任 一 天 量 易 。 者 采用 物质 措 述 法 , 即 以 卫 , 或 X*， 
# 为 月 滨 最 , 则 矢量 @ 有 以 下 几 术 分 雏形 式 : 


a — uP, 1) 一 ACE 1 (XY) 


— XE, GACKAY (3.1.15) 
uo nCP, 1) — wRY, g(r (KRY, 7) 

一 HX, FB KRY, 1)) (3.1.16) 
uo CP, 1) 一 HXY, 7K RY 8) 

a C3.1.17) 


(3.1.15) 式 的 器 表示 在 构 形 缀 (4) 中 的 矢量 场 , 而 (3.1.16}) 与 


(3.1.17) 式 的 uu 风 表示 在 构 形 -Co 中 的 矢量 场 。a 与 & 是 蕊 入 
经 过 平移 的 结果 。 注 意 在 (3.1.17) 中 的 分 量 # 二 3.115) 式 中 的 
分 量 8 的 区 别 。 


2 : 


漆 采 用 空间 描述 荐 ; 即 以 p， :或 w+ 为 自 记 量 , 则 天 访 寻 
脖 和 各 以 下 两 种 分 解 形 式 : 
王 一 uCp, DD) = wr, R= wx Rr) (3.1.18) 
= ap,) = wx, DG 有) 
一 【3.1.197 


(3.1.8) 式 的 a 朋 示 在 构 形 "(x) 中 的 矢量 场 ,而 (3.1.19) 式 的 a 由 
示 在 构 形 统 (w) 中 的 矢量 场 。 

(3.1.15) 与 (3.1.19) 式 之 间 ,(3.1.16) 与 (3.1.18) 式 之 闻 , 差 异 内 
在 于 自 变量 作 了 转换 。 

现在 分 别 讨论 按 物 质 描述 法 与 按 空 间 描述 法 矢量 场 u 的 物 
质 导 数 。 

1. 按 物 质 描述 法 求 矢量 上 的 物质 导数 

按 (3.1.15) 一 (3.1.17) 三 种 分 解 形式 分 别 计算 如 下 ; 

(1) 出 (3.1.15) 式 ， 


i 
本 
KRY) GAXSY (3.1.20) 
dsr dt A 


因此 dudjds 与 dxafdt 为 构 形 入 (16) 中 矢量 dd/dt 的 道 变 与 


协 变 分 量 。 
(2) 由 (3.1.15) 式 ， 
» 
du dw di (至 )&, 
HY ger i Fr Pt, 
At FE gi dt a Tu 
di dg (2 jr ) 
a ET, Ng (3.1.2 
Fr ed g {3.1.21) 
利用 


HI = pili, Hi = gi 
及 (3.14.13) 式 中 的 (6) 式 : 即 dg/ 中 式 , 与 (0) 式 ， 凶 dg 人 |/ 直 


* 22 +4 


式 , 可 以 验证 (3.1.21) 式 中 的 逆 变 与 协 变 分 明文 足 指 标 升 降 关 系 
-9 十 woeT, 】 


{3.1.22) 


注意 在 (3.1.21) 式 中 dw'jqs 与 af dt 并 非 拓 量 分 景 。 
(3) 由 (3.1.17) 式 ,并 利用 (3.1.137 , s) 式 得 : 


hA je 
党 - 禾 eo) 


da _ (os A ) 4 (3.1,.23) 
Adz Ar 
利用 


及 (3.1.13) 式 中 的 人 即 dfxaf qe 式 与 Cw) 即 d&g jax 式 ， 可 
以 验证 (3.1.23) 式 中 的 逆 变 与 协 变 分 量 满 足 指标 升降 关系 : 


ds 


A rr A dais ANMir AB 
， — Ey ad -二 三 了 Vaud 


(3.1.24) 
da 


“ 总 时 可 -上 da _ 
了 + i wut 此 (人 vB ) 
注意 dh 人 /dt 与 dfs dt 不 是 同一 矢量 的 分 量 。 
习题 3.3 证 朋 (3.1.20) 与 (3.1.21) 式 注 足 平移 关系 
+ 


* 
du _Y.An 


or di 
时 证 


过 上 
A = 一 (2 七 we Tt ) BE 
dt dr 


vs 曙 


[提示 ] 利用 #7 一 wigf 及 (3.1.13) 式 中 的 (6) 即 dg41 4 
式 

习题 34 证 明 (3.1.21) 与 (3.1.23) 或 的 分 量 满足 矢量 分 重 的 
坐标 转换 关系 , 即 证 : 


du 


。 Ar:! 
一 一 十 WT 一 
AF 


OX4 


dA 
dt 


十 yup ) 


【提示 ] 上 式 可 改写 为 
dm : de Dr 
HB rT 一 玫 - si 
dr dt DXA Ve 


即 


du _ dA’ Or: Ov 
dt dt OX Dr 
然后 利用 如一 站 (8Bx16X2) 式 和 证 明 。 
2. 按 空间 措 述 甘 求 矢量 qu 的 物质 导数 
按 (3.1.18) 与 (3.1.19) 次 种 分 解 形式 分 别 计算 如下: 


(1) 由 (3.1.18) 式 求 du/ dt, 也 可 以 把 (3.1.18) 式 中 的 z 看 
作 XX 与 + 的 函数 , 即 x (XX, 1)， 然 后 利用 由 (3.1.16) 式 求 导 的 
结果 (3.1.21) 式 , 改 


} 
du (4 ， ) 

如 有 一 【< 信人 
dt .AF jE 


5 ) Dwi: dr ， | 
一 | 一 一 + 一 eT 
【 Dr /x Dax’ dt wi 和 


2 | Dm 
= 一 十 Wy. “ r= 和 .1.25 
I(s 2 ®ve |¥ Di 多 ( 2 
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一 (2 十 wv] g’ 一 Og (3.1.256) 
ar D! 
式 中 
Dw (2 ) 十 vw ww 
Dr Or dr 
(3.1.26) 
Dus (2 ) 十 Wii 
Di Br /Ax" 


称 为 wr 与 ww 的 全 导数 。 福 意 (Bw /8sr 与 (Bw131)r* 是 天 量 
分 量 ,而 且 是 同一 矢 基 的 分 旦 。 


(3.1.25) 式 永 可 写作 
| (52) | du : ， 
二 一 一 | 一 一 | 十 一 -一 人- 一 十 本 (可 查 ]13.1.25 
dr dr ip " Dx (3 p vvVu)( ) 


式 中 右 端 第 一 项 (Bq/)。 称 为 的 尾 甫 导数， 而 第 二 项 Y- 
( 玉 q) 称 为 对 谨 导 数 ,或 迁移 导数 。 实 际 上 ,对 于 尾音 的 物理 二 9。 
按 复 合 水 数 求 导 规 则 ,物质 导数 与 局 澡 导 数 有 了 以 下 的 关系 ; 

dp _ (S96ps) ， C3 十 王 8g 

dr D? 下 Di wp Ht Ox 


3 了 "了 


(二 


OF pn 
ba 
Ye 
— (2F) vy. (vo) (3.1.27) 
/bp 


式 中 争 可 为 祭 苏 、 矢 量 或 张 量 ，p 理解 为 P 与 。 的 丙 数 ， 见 
(G3.1.14) 式 。(3.1.27) 式 右 端的 媳 一 项 为 钊 的 局 部 导数 ,第 二 项 为 
习 流 导数 o3.1.2S) 就 是 (3.1.27) 式 的 结 主 ( 当 旬 为 u)。 同样 ,有 
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(全 (这 


Dr jri: RM 
六 
( oF uo 
Or AP OXY 
《下 5 ot 
一 (359 + V (vs) (3.1.28) 
Dr AP 


式 中 包 可 为 标 忌 、 矢 量 或 张 盖 ，P 理解 为 p 与 : 的 函数 ， 见 
(3.1.15) 式 ，V 为 换班 速度 , 见 (3.1.4) 式 。 

(2) (3.1.19) 式 可 以 看 作 是 在 (3.1.15) 式 中 招 Xu 换 成 xr 与 
: 的 函数 的 结果 。 收 可 利用 (3.1.20) 式 得 到 


du dm 
< dG (CRM 
i A aCX™) 


_ I/ Ou4 , Pu”, 1) 
| 如 ), Tv Dx | Gx*) 
五 、 张 量 的 物质 导数 
设 有 两 点 张 量 场 
P= Pp(P, Dp, i) 
pp (RY , Xs DG GXM)g, g(r") (3.1.107 
式 中 假定 9 可 以 依 囊 于 卫 个 构 形 入 (1)，-(z) 出 的 矢 径 PP 以 
及 内 间 +。 因 此 分 量 :六 可 以 是 两 组 坐标 Xx 以 及 轩 间 : 
的 函数 。 
1. 物质 描述 法 
把 P 与 : 当 作 自 变 租 , p 为 P 与 :的 孙 数 ,x 为 X* 与 :的 
隧 烙 ( 矶 (3.1.14) 式 ), 若 


1 


= ‘= 
FP—= PP, plP, 2), 7) 
= pi RM RM) GG KM) gg rR, 1)) 


(3.1.29) 
将 上 式 求 物质 导数 ,得 | 
a #1 
dp {oP 
dr ($ ) 


对 ， ， 
-| APT pT GG"g,e 
此 


(3.1.30 1 
式 中 
dp "Drp dst} 
i 人 全) 
一 (Si) ,, + (Pr wu (3.1.31) 
因为 x 与 XX 之 闻 存 在 善 (3.1.1a) 或 (3.1.15) 式 的 关系 ， 所 网 
《3.1.31) 式 志 端的 两 项 的 值 并 非 崔 一 的 ;例如 。 如 果 把 x” 痢 利用 
【3.1.1z) 式 代 之 以 xw*(X*x,) 并 重新 加 以 整理 后 得 到 中 和 '; 表示 
成 大” 与 + 的 录 数 : 
Pei(X", £) 

即 函 数 中 不 显 舍 x'， 则 (3.1.31) 式 右 端 未 项 为 霉 。 但 不 管 x 与 
X*” 侯 样 互相 替换 (利用 (3.1.1e) 或 (3.1.15) 式 ) 《3.1.31) 式 右 
端 酉 项 之 和 却 是 一 样 的 。 

矢量 的 物质 导数 (3.1.20) 和 (3.1.21) 式 都 是 这 里 的 (3.1.30) 式 
的 特例 。 

2. 空间 撕 述 法 

把 p 与 * 当 作 有 自 变量 ,PP 为 Pp 与 ?的 困 数 ,XN 为 xw 与 + 的 
水 数 ( 运 (3.1.2) 式 ), 故 


hn 站 


9 = PP(p, 1), p,t) . 
一 pai(X x, ,x GAGI RX") gg (x) 
(C3.1.32) 
对 上 式 求 物质 导入 ,或 者 直接 利用 (3.1.30) 式 ,并 稳 (3.1.31) 式 代 信 
后 ,得 


人 

dp Pei Ca wi 3.1.33 

dr Dr A472 BB (3.1.33) 
式 中 Dg 人 shyjDs 称 为 pp 人; 的 全 导数 ， 


Do a (Se ) # 
Pa | Pa 十 vp (3.1,34a) 
Dr 已 XN Ppa; ( 


voi (PEL) + pT pT (3.1.346) 
类 似 于 上 面 的 (3.1.31) 式 ,(3.1.34a) 式 右 端 的 两 项 的 全 也 并 非 唯一 
的 :例如 ,如 果 把 X* 都 利用 (3.1.2} 式 代 之 以 六 所 x 并 重新 加 
以 整理 后 ,得 到 pf 表示 成 x ” 与 二 的 国 数 : 

Pai(x’, £) 
于 函数 中 不 显 舍 X*， 则 (3.1.34) 式 成 为 


A A 
Deo“a; (和 ) 十 wy a (3.1.34a) 
Dr ds x 


式 中 
Bp yi ， 
Yi (3 ) 十 pai — parTy (3.1.345) 


但 不 管 x" 与 X* 怎样 互 厦 替换 【利用 (3.1.1) 或 (3.1.2) 式 )， 
(3.1.344) 式 右 端 两 项 之 和 基 是 一 祥 的 。 (3.1.344) 式 就 是 (3.1.27) 
式 的 分 旦 形式 。 | 

矢 肥 的 物质 导数 (3.1.26 式 就 是 《3.1.344)” 终生 。 

利用 全 导数 的 定义 式 (3.1.33), 可 以 证 明 算 符 如 1/ 版 从 普通 
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的 求 村 规则 ,例如 : 
已 D 
Dr Cp Di) pi Pp pn. 
2 (pa pt) (起 je 


.1 DD . 
十 pi pt 
Paips Pp? 


对 于 构 形 “( 中 的 一 点 张 量 中, 除了 上 述 的 描述 方法 以 外 ， 
还 经 常 采用 一 种 按 Lagrange 坐标 系 {X4, t} 的 基 矢 量 Ex， 
分 解 的 物质 撕 述 荡 ( 相 当 于 矢量 的 分 解 式 (3.1.47) 式 ) ,以 一 阶 张 量 
为 例 , 即 


9 一 第 ， (RY, FBAB (KN, +) (3.1.35) 
于 是 ,9 的 物质 导数 有 以 下 儿 种 不 局 的 表达 式 。 
采 床 牺 拷 描述 法 的 按 Euler 坐标 系 基 矢 量 的 分 解 式 (3.1.29); 
Pp pKY, Bg (CRY, 人] 
则 由 (3.1.30) 式 ,网 质 导数 为 


ap — | + pT — pT) | gig’ (3.1.36) 
F 上 


dp"i; _ (2 ) 
dt Dr Axy 


采用 空间 描述 尘 的 按 Euler 坐标 头 共 矢 昌 有 的 分 解 式 (3.1.32): 
Yr 


节 一 的 ?gg x) 
E0313) 3 1.34》 式 ,物质 导数 为 


bt 
了 了 
Ci 


式 中 


站 呈 史 


式 忆 
Do's: /op sy nd 
Ds ( Dr ) 人 
(3.1.37) 式 就 是 以 前 的 (3.1,27) 式 。 
车 采 用 物质 描述 法 的 按 Lagrange 坐标 系 {1X“,t1 基 矢量 分 解 


式 (3.1.35), 则 争 的 物质 导数 为 


Yu 
理 — 喧 + aT Pyed) Sf? (3.1.38) 


中 dn (SE 
dr Dr Jeu 
习题 3.5 
(1) 采用 物质 描述 法 , 设 
9 = YP, pP, 1),t) 
证 明 9 的 物质 导数 为 


te.) 本 
dp - 9(P:p;| GY) (3.139o) 
Prp 


A ds 
[可 示 ] 
iy ‘ry 
Op(P, p, :)| vtP,p,0| . 
dP Af ip 人 op Px 人 
式 中 右 端 第 二 项 的 eo 
OPP, p,1) 


他 Bp Pt 


由 于 与 在 其 后 的 dp 相 点 积 , 故 应 理解 为 偏 梯度 PV， 应 在 站 
的 后 面 。 下 文中 类 似 情况 也 作 同 样 的 理解 。 
(2) 采用 空间 找 述 歧 , 设 


下 旦 3 和 刘 


{ 


光一 9(PCP， 1), PpP, 1) 一 plp, 1) 
证 明 9 的 物质 导数 为 


bk | 
他 一 296P 间 | + (9 口 ) -w (3.1.395) 
rf n 


dr 
[提示 ] 
下 dr 
A 
dp 一 Pps 2| dr + Bp(P, p, 7)| -dp 
Or D Dp 1P。 
er 
od9 (P, p,7) aP(p, 7?) 
+ 3 下 3 . EE * 眶 
aP oe Bp ll: “P? 


[| 
_ PCP; DD) 
or 


te ， 
dt (ov) + va 


+ (9Vw] (PY). vds 
利用 (1.2.17) 第 一式 ,上 式 可 写作 


‘= 
| pp， 
OF 


dp 一 
P| 


(3) 证 明 (3.1.39a)】 与 (3.1.395) 两 式 石 增 捐 等 。 
[提示 ] (3.1.398) 式 右 端 第 一 项 可 写作 


[时 dr 
dp(p, 7) | _ plP, p,) 
Os 


de } 
十 (9D) | 


中 Ar Prp 
OPP, pt)| .pp 
dP paf Dz 好 
式 中 右 端 未 项 的 
oP(p, #) 
Ot 可 


就 是 (3,1.4) 式 的 换班 速度 WW。 秦 


二 131+* 


tr 


Op(p,st) | -Be(P,p:D| VG)Y ts) 
ot p DF Pn 
(3.1.3935》 的 第 二 项 贡 可 写作 
ey 》 dr >》 下 了 
(9 口 ) .一 【9 vt (pV) (PY) -:v (68) 


将 (a)，(5) 代 A 人 (3.1.398) 得 到 
Pp! 00 OP(P,p,7) 
py | + (OD) v— OPP, Pp, 0)| 


Dr i pp 
+ (PY) vi (PV) V+ (PY) v) (oe) 
但 亲 在 求 物 质 导 数 时 
OF 下 Dp 


I Vi Py).v—0 
国 比 ,由 (ce) 式 可 凤 (C3.1.39a) 与 (3.1.395) 两 式 厂 端 雪 等 。 


5 3.2 ”速度 梯度 、 线 元 .而 元 与 体 元 的 物质 导数 


一 、 速 度 梯度 
在 构 形 = ,中 的 速度 场 为 
Y= vig — dy C3.2.,1) 
式 中 ,由 (3.1.0) 式 及 由 笑 明 分明 的 举 标 转换 关系 


定义 速 星 梯 席 为 


= 132» 


9 . , ， 
L 一 VE Oo 了, 个 Vg 


Vn -一 sh 《3.2.25 ] 
其 转 置 张 语 为 
1 一 Vy 一 gy, 一 vugig; 一 iv 一 Vad 3,2.25) 
在 构 形 *(z) 由 第 了 商 点 P 了 与 Pp 十 dp 之 速度 差 为 
dr— (vv) -dp —L.dp 


=— dp (YY) 一 ep- Lx (3.2,3) 
二 ， 变 形 梯度 的 物质 导数 


由 于 线 元 , 面 元 及 体 元 的 变 痪 均 是 通过 挛 形 梯度 访 表示 的 ， 
故 首先 讨论 变形 梯度 的 物质 导数 。 以 后 为 简单 想见 ， 常 用 在 物理 
量 上 面 加 -- 点 “ . ”的 记号 米 表示 该 物理 量 和 的 物质 导数 ， 见 
C3.1.2) 式 。 

由 定 必 {2.3.7) 太 (2,3.14) 入 ， 


Db — py 一 puG’ = xiugG’ (3.2,4) 
对 (3.2.47 这 求 物质 导数 ,并 利用 (3.1.13) 之 《ce] 式 , 得 
D 一 E(x,8G) — (FL gt EE 


) 
— {viatt Hav Tig (vit Ti)riag 
=- 一 世间 区 【3.2 52 
利用 《3.2,24》 与 (3.2.4) 式 ,，(3.2.354) 式 可 写作 
区 (3.2.55) 
如 果 我 们 利用 (2.3.18a)。 将 户 写成 


六 加 一 点 “* ”的 记号 只 用 于 标 二 、 舌 量 或 瀛 县 ;而 不 钊 了 守 非 管 卡 儿 符 标 中 半生 或 
张 页 的 寺 量 ;以免 出 内 滋 清 或 湛 误 。 


二 3 


人 


DQ= fu (3.2.4Y) 
并 利用 《3.1.13r》 式 ， 即 
EE 


dB4 -二 .> 
他 8 


过 


可 立即 恒 出 〔3.2.5) 式 。 和 将 (3.2.24) 的 旦 与 (3.2.43 的 卫 代 大 
(3.2.56)。 可 得 访 的 分 解 形式 : 


D 一 pr 8uG1 (3.2.5¢) 
我 站 也 可 以 按 空 间 描述 法 求 (3.2.4) DD 的 物质 导数 ， 查 应 注意 内 
X14 与 G4 保持 不 变 , 在 构 形 (2) 中 zi 表现 如 一 矢量 的 闻 变 分 
量 ,其 全 导数 应 按 (3.1.26) 式 定义 ,大 


) i 
D = Ls pg G1 《3.2.52] 
Dr 


式 中 
Dx _ ( Bx 
Dr fr 


二 = (< ， 十 - Wixi 
OF /x 


) 十 vy,rin 
应 


Ox', 


Ox’ 
本 来 xy 是 X* 与 :的 国 数 ( 风 (3.1.1a) 式 ): 


i Dx’ 
| BX 


但 是 由 于 这 里 采用 的 是 空间 描述 甘 , 把 x 与 上 当 作 自 变 量 , 所 以 
N14 一 rR, 1), 1) 
被 当 作 是 w* 与 :的 好 数 ,因此 


» = 


Vx = ( ) 十 好 AT 


一 wtXY, 7) 


dr DXYH OD 站 
nd Or’ (5S) # 邮 
3 — 3 we A 
Dr’ js DR xt fr AM 
让 较 〔3.2.54 2 dd)， 可 得 包 
已 2 1 


一 viials — Os 


Dn! 
取 《3.2.55) 式 之 转 置 ,得 


D+ be* .Ys 
其 分 解 形式 为 (利用 (3.2.54，c, a)) 


:| 


六 (Busx — (Bsxi Viv’ = (V0 ) Oux 


式 中 Dr = a 全 
由 定义 (2.3.9),(2.3.16) 及 (2.3.21) 式 : 
4 ， 


也 一 Py 一 了 人 一 XI4G = GB’ 


为 了 求 赣 变 形 梯度 过 的 物质 导数 ,可 以 利用 等 式 
求 物质 导数 后 ,得 


内 此 


地 《3.2.56) 的 第 二 等 式 实际 上 就 是 张 提 分量 的 坐标 转换 基尼 ; 


wi = i 


i E 型 i 
Se， — xcd (要 -) ,十 (到 人 一 Ki 


【3 了 .2.52) 


《3.2.61 


(3.2.6a) 


(3.2,.68) 


(3.2,7) 


» 3 


nr 
ar 
~ 
一 | 
了 


号 

| 

| 
避 - 
器 


t —1 一 上 一 人 
二 | i Pe ba * | $y 


D=—D.:.L-:D.D=—D-:L [3.2.8 
将 (2,3.214) 与 《3.2.24)》 式 代 人 上 式 , 可 得 共 分 解 形 式 为 外 


i A ， - ’ 

D — ee Gsg’ 一 — XGag — oh GB (3.2.84) 
于 

人 一 一 X4or 一 一 (3.2,85)' 


式 中 
Cd (Ts 


) 二 VW 并 
Dr Dr /xr 


VAI PE XE 
取 (3.2.8) 式 之 转 置 , 得 
2 3 x 
D*= 一 工 + D+ C3.2.9) 
其 分 解 形 式 为 
“到 * 一 Br (XNgG, 一 一 次 NA 


让 (BK = 一 (worDX4 一 BX YT 3.2.9) 
i 
式 中 部 壬 4 一 茂生 


习题 3.6 ”直接 利用 (2.3.214) 区 式 证 明 (3.2.8) 式 。 


四 G,2.87 的 第 二 等 式 卖 际 上 就 是 张 量 分 量 的 坐标 转换 关系 : 


Pa 


虽 强 澡 站 让 


[提示 ] 利用 下 式 


对 + 求 导 , 可 正 
d 


六 4 一 一 Ki 


dt 
然后 由 (2.3.214) 对 + 求 导 , 并 利用 上 式 与 《3.1.1348)、 得 
Db — A xtGs8) 一 (得 xj) Gg + XG 
-Xv Gg + KHGA— VT ) 
一 — XH wTHGag 一 — Xa 
习题 3.7 直接 证 明 分 最 等 式 (3.2.5e》 与 (3.2.88)'o 
[提示 1 


Dx ., (4) + yet 


Dr 
一 (<) 十 vw (4 十 xzT4 ) 
Dr jp x 
一 一 4 十 a Ti aT 
下 


一 《二 


222 一 (二 + viX4 
1 Hr dp 
4 4 
-+ 
Dr /Pp Ox: 
怠 
— NE RIS XL KAT 
ft 


= — KA VT) Xs 
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三 、 线 元 .前 元 与 居 元 的 物质 导数 

在 构 形 腕 fa] 中 的 物 夺 元 素 ( 线 元 , 面 元 与 体 元 ) 与 时 间 * 无 
关 , 显 淋 , 它 们 的 导数 汶 零 : 

dP-0, dA =0, 4F =0 (3.2.10) 

在 构 形 -fm 中 的 物质 元 素 则 随时 间 ? 而 变化 , 现 依 次 讨论 线 元 、 
体 元 与 面 元 的 物质 导数 。 

上 面 所 讨论 的 物质 导数 ,定义 见 (3.1.2) 式 。 被 求 导 的 物理 晶 
C… 依赖 于 质点 P, 而 芷 求 物质 导数 (和 有时， 了 眉 看 作 不 详 《出 
国定 户 )。 但 今后 我 们 述 经 常会 这 到 于 和 揽 闲 的 情况 ; 即 寝 求 必 的 物 


理 攻 不 仅 依赖 于 质点 P, 而 且 还 依赖 于 某 一 线 元 dP 或 面 元 4A。 
如 时 我 们 在 对 些 物理 量 (…) 求 导 时 ,不仅 周 定 P 而 且 也 固定 dP 


或 dA， 这 种 物质 导数 称 为 “ 阅 化 ”物质 导数 四 。 在 求 固化 物质 导 


数 时 ,实际 上 是 把 线 元 dP 或 面 元 4 仿 想 象 或 加 结 于 变形 体 上 , 即 
把 线 元 或 列 元 想象 成 “物质 ”的 。 为 了 强调 这 一 "加 化 "的 兽 思 ， 同 
时 为 了 避免 与 一 般 的 物质 导数 相 混 光 ,我 们 引进 一 个 相应 的 对 时 
0 * 求 导 的 记号 : 
了. _ BC(...) 
jr Dr Pi 或 所 或 如 (3.2.11) 

今 扎 在 不 致 引起 溢 清 的 时 伐 , 我 们 有 时 也 用 (…) 来 表示 (3.2.11) 
式 所 示 的 固化 物质 导数 。 例 如 (3.2.10) 式 与 下 面 的 (3.2.12) 式 。 

1. 线 元 的 物质 导数 

由 线 元 变换 公式 (1.3.11) dp 一 全 . dP， 把 4P 者 作 不 变 , 按 
上 面 的 (3.2.11) 对 时间 求治 化 导数 后 ， 油 用 (3.2.5) 与 (3.2.3) 式 ， 
得 到 | 


多 和合 著 程 避让 克 箔 ; 钙化 槐 抽 导 数 刁 慰 架 典 座 力学 学 报 ，13C19387 3。 


二 38 * 


df 一 一 一 了 EE Yr 
(dp)= Ip =D.dP—L.b.sPp-ti. dp 
At 


{3.2,12a) 


Ep 


ap 一 (vy): dp=dr 一 必 (3.2.125) 
因为 
dp = dxig, 二 dX 人 
线 元 的 4X4 不 随时 间 * 而 变化 (在 对 线 元 dp 求 轴 化 物质 导数 
有 时)。 生 :为 固 结 于 介质 中 的 舌 量 《或 称 随 体 天 量 ):, 将 上 上 式 伐 人 人 
[3.2.125] 式 后 ,得 


2h 


站 A 是 了 
全 ,一 人 一 下 .全 一 (vY) .全 (3.2.13) 


这 就 是 (3.1.137 ) 式 。{3.2.12a) 的 分 量 形 式 为 


2 pixudX dr (dy) (3.2.12c] 

1 

若 将 dx’ 一 xdX* 代入, 则 由 上 式 可 得 到 (3.2.13) 涉 的 分 注 形 式 
ee ph (3.2.13) 


这 就 是 上 面 的 (3.2.5e) 式 。 

2. 体 元 的 物质 导数 

预 洗 知识 : 设 a, be 为 任 辣 三 个 非 共 面 天 屡 ， 民 为 任意 二 
阶 张 量 , 则 必 有 


(3.2.14) 
式 中 天 Y 为 张 量 号 的 第 一 主 个 变量 。 
证 《3.2.14) 式 右 阅 的 


十 和 要 和 于 


分 子 二 gn( Berbict 十 aiBi bet 下 人 
【2 有人 二 Bi 和 十 BrBrr)a'bict 
一 Brenvabict 一 Fiabel 
解 出 .中 * 后 即 为 (3.2.441 式 。 这 里 曾 利用 等 式 
Eri 且 2 二 ermtB FT girl B',erit 
此 式 对 于 i 一 1, 一 2, 上 一 3 显然 成 立 。 加 时 两 端 对 于 生态 大 
中 的 任意 两 个 指标 沟 反 对 称 , 因 此 此 式 对 于 任意 的 7, j; 名 成 和 江 。 
i 证 毕 1] 
今 考 虚 在 构 形 鹏 (am) 中 由 任意 三 个 线 元 dP， dB, dP 梅 成 
的 体 元 
dF 一 LaP dP dP] 
在 构 形 xf 中 ,这 体 元 变 成 
[dv 一 dp dp dp] 
由 !1.4.573 式 
dz 一 FdV 
式 中 为 体积 比 , 见 (2.4.6) 式 。 将 上 式 对 时 间 :+ 求 固化 物 压 时 
数 , 即 把 体 元 dv 想像 成 “固化 "于 变形 体 对 时 间 * 的 导数 ,因此 


二 《do) 一 dy ~ SdV 
dr 


但 利用 线 元 导数 (3.2.11a》 式 ,可 得 。 


A (ad) = dv — [dp, dp; dp] 
Ai 1 于 引 


=- 已. dp) X 4P dp 
+ dp x (LL. ap)- dp+dp x dp- 全 . dp) 
青 利 用 (3.2.14) 式 ,上 式 可 化 为 


= 1l40* 


qz 一 ftldp dp dp] 
一 大 Lizo {divv)dy 一 fifadV (3.2.15) 
式 中 f+ 一 div y 为 速度 梯度 张 量 二 的 第 一 主 不 变量 。 于 是 


史 一 大 一 diyry (3.2.16) 
3. 面 元 的 物质 导数 。 
预备 知识 a 与 昌 为 任意 两 个 矢量 , 妆 为 任意 二 阶 张 量 ， 则 
必 有 
‘B:!a}xbrax{B:b})= fF?axb—B*: (axb) 
(3.2.17) 


证 式 (3.2.14) 可 写 沪 
ttB.alxbirax (Bb (ex by- Bl:e 
一 fr(a Xb):e 
困 为 为 任意 , 故 有 
(B:.a)xb-rax (B:b)-= Filaxb)—B*.: (axb) 
[证 毕 ] 
今 设 在 构 形 (站 中 由 任意 两 个 线 元 dp 与 dp 构成 的 面 元 
为 } 
da 天 dp 
则 利用 线 元 导数 (3.2.12 中 式 与 上 面 的 (3.2.17) 式 ,同时 以 区 oa) / 记 
表示 把 da 想象 成 固化 于 变形 体 对 时 间 4; 的 导数 ， 即 面 元 da 的 
大 化 物质 导数 ( 郧 (3.2.11) 式 小 
4 (da) =— da -ap xapTrdp x dap 
: - 二 5 二 5 


Eh | 
-LL:. dp) x dp dp x (LL.: dp) 
4 5 4 5 
3 
"= fidp Xdp—L*. (dp x dp) 
和 4 3 4 5 


= 


~ (LP 旺 一 工 tda (3.2.18) 
习题 38 利用 面 元 变换 公式 (2.4.13) 对 * 求 圈 和 化物 硫 导数 以 
证 明 (3.2.18) 式 。 
[提示 ] 利用 (3.2.9) 与 (3.2.16) 式 。 
把 上 文中 的 构 形 “(tj 中线 元 , 面 元 与 体 元 饮 质 导数 (3.2.11)， 
(3.2.18) 与 (3.2.15) 式 汇总 ,并 利用 (2.3.11),t2.4.13) 与 (2.4.5) 的 变 
换 会 式 青 鹃 fn] 中 的 物质 元 素 表 示 ,得 到 


4 (4p) dp drti. dp—L. D. dP 
: 


| ' 一 一 Ln DP 3 
一 da) 一 4a — (A LL) da 
a 


= Cpt¥— L*) : Dr* 。 aA (3.2.19) 
地 


EE (dm dv = fldy = FS dV 
dr 


由 上 式 可 知 ,速度 谤 庶 上 是 未 得 构 形 “(2) 的 各 物质 元 素 dp， 
ga, dz 的 对 时 间 变 化 率 的 必要 且 充 分 因素 。 各 物质 元 素 对 时 间 的 


亦 化 率 与 物质 元 素 在 构 形 弦 (1) 的 状态 无 关 。 因 此 上 反映 了 物 
质 元 素 离 开 (2) 构 形 《〈 即 以 -Cz) 构 形 为 基准 ) 的 速率 。 但 出 
(3.2.19) 涉 的 最 右 漠 可 看 出 ,如 果 以 移 形 弦 (1) 为 基准 《 即 已 知 


aP, dA, dV), 则 为 了 求 各 物质 元 素 对 时 间 的 变化 率 ,只 有 上 还 不 
够 ,还 必须 知道 变形 梯度 记 。 

若 以 如 = Za- dp 表示 以 面 元 da 为 模 截面 ，dp 为 斜 高 的 
往 体 体积 , 则 22 一 da. dp 十 瓜 . 2P。 容 易 验 证 (3.2.19) 式 渍 
是 这 个 等 式 。 


+. 142 = 


5 3.3 变形 率 、. 物 质 旋 率 及 其 它 旋 率 


一 、 上 长 度 率 (或 伸 长 率 ) 


令 dp 为 构 形 (am 中 的 线 元 , 洛 它 方向 的 单位 人 儿 蚊 
iP 
ld pi 
定义 沿 圭 方 吉 的 长 度 率 为 在 构 形 “ff 中 沿 n 方向 每 单位 长 虚 
的 变化 率 , 即 


1 2 _ lipl 
du 一 双 1zp| ~— -2 a 
lapla, PI™ ap (eo) 
刚 利 用 (3.2.117? 式 可 每 
2 2ldpllapl lapl’ ap: dp 
219P1 2ldpl: 2ldpl’ 


_dp -dpt+ dp:dp 
2|2pl’ 


3 1 
~ (Ldp): dp + dp (L: dp) 


21 di 
和 3 " | 
~ Ap i) 
212p 2 
故 
好 
中 可 . 《3.3 1) 


式 中 得 为 速度 梯度 张 明 上 对 称 化 的 结果 : 


好 


d 一 二 (全 十 主 *) dgig (3.3.2] 


如 本 二 【Pi 十 wii) 
2 
电 称 为 恋 形 率 ( 或 Euler 变形 率 ] 或 伸 长 率 张 最 ,为 时 洪 利 市 
河 的 法 和 分 是 。 因此 决定 构 形 (#) 内 省 方 向 长 度 恋 化 率 的 只 是 访 
度 梯度 工 的 对 称 部 分 Go 以 n*，n*，m* 表示 对 称 张 量 的 主力 
向 , 则 
= Ann tt dnin’ + dnin’ 


2 + 33 3 


《3.3,31 
qd me 一 dn’ (不 对 i 取 和 ) 
式 中 d 尖 主 长 度 淮 或 主 伸 长 深 。5§ 2.6 兽 证 明 : 对 称 张 量 的 法 分 
量 沿 主 方 癌 取 慨 值 (或 又 值 )。 
将 速度 梯度 让 进行 加 法 分 解 ; 
1 一 了 ( 工 二 工 *) + (Ll) — d+ w (3.3.4) 


式 中 引 包 见 (3.3.2) 式 ,而 
六 ] 入 如 1 》 》 
WwW 一 六 ‘L— LL*) 一 了 (YY 一 WY) 一 wi 汪 (3.3.5) 
Wi 六 {ss 一 zj 
Ww 为 反对 称 张 量 ,以 后 将 证 明 交 对 应 于 转动 。 在 讨论 多 的 意义 以 
前 , 先 来 求 体积 率 \ 面 积 率 和 和 剪 切 率 ， 我 们 将 看 到 。 它 们 也 都 只 与 
d 有 关 , 而 与 W 无 关 。 


二 、 丑 积 率 
定义 体积 率 为 在 构 形 mtz) 每 单位 体积 的 变化 率 ; 由 (3.2.15) 


。 4。 


武安 等 于 


a 


(dz) 一 Ca — fi 
a d+ 


Ft SY Ft (3.3.6) 
式 申 反对 称 张 量 w 的 第 一 宇 不 变量 FY-=0。 因 此 体积 率 等 于 变 
形 率 张 虽 得 的 第 一 不 变量 .48， 它 只 与 熏 有 关 , 而 与 W 无 关 。 
三 、 面 积 素 


定义 面积 率 为 在 nl) 构 形 息 再 于 可 方 册 的 每 单位 面积 的 变 
化 率 。 利 用 (3.2.18) 式 其 值 可 计算 如 下 : 


? 
1 adr, _ ldal 


了 2 } } 
_ da- dat+ da* da 
aa 


; 
2|da|’ 
[CF L*). da] : da t dn: LCL tL*) ， ca] 


215a|: 
》 好 1 入 村 
da -Ti 红 一 二 (LT 十 1*7 -2 


za 
因此 


en {Id nf 
各 


(3.3.7) 
式 中 n 一 da/| 航 | 为 洗面 元 五 活 线 方向 的 单位 矢 是 。 由 (3.3.7] 
式 可 知 ,面积 率 筹 于 体积 率 减 去 沿 面 元 法 向 的 长 度 诗 。 因 此 ,面积 
率 册 只 与 @( 以 及 面 元 的 法 向 n) 有 关 , 而 与 W 无 关 。 

四 、 前 切 率 

以 n 表示 构 形 -C9 中 沿线 元 dp 方向 的 单位 矢量 , 则 利用 


= 45 * 


fy.2.11) 与 (3.3.1 前 面 的 〔o) 式 可 计算 的 变化 率 : 


, 区 T 了 
ds ldp| iepl lapl 
L , 
Ph pl.n— dn 


ldpl ldp) 


一 人 一 dl) "“n (3.3.8) 
上 不 右 问 第 一 项 表示 若 ma 轿 结 于 物体 中 时 它 的 变化 率 , 右 湛 第 二 
项 (不 带 穿 号 ) 衣 示 n 的 长 度 变 化 率 , 二 者 相 减 ,其 差 即 表示 的 
方 疝 变化 率 。 
RY 了 


- 3.1 
图 3.1 表示 在 构 形 -(5) 中 的 两 个 方向 = 与 其 夹 角 为 6~ 
8 一 +，7 为 从 构 形 统 () 到 -(#) 角度 日 的 碱 小 值 。 


cosd = nn*n 
利用 (3.3.8) 式 可 计算 其 变化 率 : 
< (eosd) = Cos nn -十 区 
dr 1 i 1 i 1 3 


中 下 本 看 才 


式 中 
os8 一 一 gsing 一 ysinb (3.3.10) 
故 剪 切 率 7 只 与 d (以 及 两 个 方向 与 n) 有 关 , 而 与 Ww 无 关 。 
若 在 构 形 -C2) 中 两 方向 互相 下 直 , nLn，n* n 一 0, 9~ 
Tj2，sin8 一 1， 则 (3.3.9) 式 成 为 
7 2n- d-n {3.3.11) 


n ， d .nn 称 为 d 在 n 与 n 方向 的 剪 分 量 。 
综 上 记述 ,长 度 率 , 体 积 率 、 面 积 率 与 前 切 率 均 只 出 变形 率 缚 


量 和 决定 ,而 与 w 无 关 。 可 以 这 样 说 ，4 代 表 纯 变形 的 变化 率 ; 
如 (3.3.3) 式 所 示 ; 它 表示 沿 着 主 方向 以 主 长 讼 率 的 速度 伸 长 (或 缩 
短 )。 


吾 、 旋 率 


我 们 先 来 讨论 43.3.47 二 的 其 法 分 解 的 瘟 尽 。 32 示 在 + 时 
刻 的 构 形 <(7) 中 的 线 元 dp(P, 门 ,在 tAr 时 刻 的 构 形 (srA#) 
中 , 它 变 成 dp(P. :十 A1)。 由 图 可 得 : 
dptP, + TF A7) ~— dp(P, 71) TT Arndv 


p+opeh,i)+ (tr tdriat 


图 3.4 
* 4 


式 中 由 (3,2.11) 肥 (3.3.4) 式 ， 
|: dv— dp —Edpom (dtw dp (3.3.12) 
dptP, i A = 1.: dp(P., 17) 

十 A d ， dp 十 Atw : Ap 《3.3.13》 
式 中 右 端 第 一 项 表示 平 丈 ,第 二 项 表示 小 变形 ,第 三 项 表示 小 转 
Bho ‘: . 
由 张 量 分 析 知 

w. dp 一 由 区 dp 


式 中 四 为 反对 称 张 长 w 的 反 偶 矢 是 。o 与 ww 的 关系 为 


; 1 I » 分 1 》 
和 一 一 一 一 


1 2 1 i 
2 Y 2 2 \ ) 


eo 表示 在 P 点 附近 介 抽 旋转 的 角速度, 改 w 称 为 物质 访 率 ,或 
简称 旋 率 ,其 反 仿 矢量 oo 称 为 油 量 。 

因此 在 (3.3.12) 式 中 W* dp 表示 45 中 的 转动 部 分 ,， 型， 
dp 表示 纯 变 形 部 分 。 但 要 注意 ,在 纯 变 形 的 这 部 分 中 ,一般 只 有 
d 的 主 方向 保持 不 变 ,而 非 主 方向 仍 有 转动 (只 有 在 例外 情况 下 。 
例如 dd 为 球形 张 量 时 ,任何 方向 都 不 转动 )。 

附带 指出 、 由 于 (3.2.12) 式 中 4 不 随时 间 上 变化， 因此 名 
为 固 结 于 介质 中 的 矢量 ,在 (3.3.12) 与 (3.3.13] 式 中 将 dp 改 为 多 


布 4 


he 
| 
r 


则 式 合 成立。 例如 (3.3.13) 式 , dp 政 为 全 ， 令 At 一 9。 可 得 
4 一 日 .全 十 W. 会 [3.3.13》 
at 


这 也 就 是 (3.2.13) 式 。 
习题 3.9 由 (3.3.8] 式 证 明 当 ne” (i = 1,2, 3) 为 沿 变形 率 张 
量 d 的 主 方向 的 单位 矢量 时 


ne 一 LYXH) Xm 


df! 
[ 旨 示 】] 利用 (3.3.8) 与 (3.3.3) 式 ,可 得 


注 八 ,一般 说 来 ,对 于 一 定 的 物质 质点 P。 n“ 各 对 于 构 形 是 随时 
阅 而 变化 的 , 换 铝 话说 ,在 不 同 的 时 刻 nn 方向 不 是 由 相同 的 质点 
构成 的 。 因此 这 里 要 注意 区 别 将 a” 想象 成 固化 于 变形 体 中 半 的 


固化 物质 导数 二 ne 与 一 般 的 物质 导数 
] 


-n= (和 a nz ) 
和 Br 1 dF 


这 后 一 导数 见 后 面 的 (3.3.37 ); 式 ,o 


六 、 变 形 率 d 与 旋 率 w 按 物质 描述 法 在 Lagrange 坐标 
系 {X4,t} 中 基 舌 量 的 分 解 式 


变形 率 d 与 旋 率 w 都 是 构 形 “tj 中 的 张 量 。 按 Euler 举 
和 寺 系 {wi} 基 笑 量 的 分 解 式 已 见 (3.3.2) 与 (3.3.5) 式 。 它 们 也 可 以 
按 Lagrange 坐标 系 《X4。 1 的 其 矢量 名 1， 名 分解。 与 


» 


Lv 


站 生 站 吕 下 


的 这 个 分 解 式 已 见 (3.2.1) 与 (3.2,2)。 因 此 可 进一步 得 


入 ;» 
和 与 w 的 
和 
分 解 式 : dd 的 分 和 解 式 为 
六 1 1 》 ， 
d 一 二 (L+ LL*) 一 本 (vy¥ + Vr) = dB 《3.3.15) 
一 dP 
陈 中 dg 一 + (pin 十 25) = di vialy 
2 C3.3.15Y 
4 L(G 4) dNAXS 
2 Fr pi » 
将 上 式 与 3.1.137, ww) 式 比较 ,可 知 
d= dE sy 
人 2 dt 
C3.3.15)" 
de 一 dB 
2 df 
» 
Ww 的 分 解 式 则 为 
本 1 CL L*) 
™ 之 
; ， 
一 广 (YY — Vr) = nl? (3.3.16) 
式 中 
二 = (#4;8 TT pa:a) 一 IO {3.3.167 


辣 避 ,角速度 @ 也 可 以 按 Euler 或 按 Lagrange 坐标 系 的 基 矢 量 
分 解 : 


1 > 1 ,， 
wm 一 了 XY BROWID 


ECW 9g) fe (3.3.17) 
LL 于 


七 、 其 它 证 率 中 


我 们 称 $ 2.6 所 引进 的 右 促 长 张 量 丰 或 右 Cauchy-Green 变 


形 张 量 马 的 主 方向 为 Lagrange 方向 ; 沿 Lagrange 方向 的 单位 ， 
矢量 {N} (T 一 了 I, HD 称 为 Lagrange 标 架 。 类 羽 地 ， 我 们 


称 左 伸 长 张 量 全 或 左 Cauchy-Green 变形 张 量 c 的 主 方向 为 Eo- 
ier 方向 ; 沿 Euler 方向 的 单位 矢量 {n} (7 一 1,2,3) 称 为 Evier 


标 架 。 由 (2.8.17) 式 ,在 鹃 构 形 中 沿 Lagrange 方向 的 线 元 经 过 以 


良 汉 示 的 遮 转变 成 沿 。 构 形 中 的 Euler 方向 的 线 元 。 
我 们 研究 当 物 体 在 运动 时 蘑 一 物质 质点 X4 的 邻 域 。 这 时 
NC) 与 n(n) 部 是 随 着 时 间 * 而 变化 的 单位 矢量 ,而 且 在 不 同 的 时 


刻 :， NC (因而 nkGz)) 是 由 个 同 的 物质 质点 所 组 成 的 * 世 就 是 说。 
NG) 《因而 PtD) 是 非 物质 的 。 因 此 ,由 (2.8.17) 式 ， 实现 从 NW 


到 ns) 之 变换 即 正 交 张 量 腿 () 也 是 随时 间 * 而 变化 的 : 
nCD — RG) NCD, 7 =—T (3.3.18) 


在 构 形 统 (#) 中 的 张 量 可 以 沿 Lagrange 标 架 分 解 , 例 并 右 
仲 长 张 最 UKa 可 按 (2.6.15) 式 写成 主轴 表示 的 形式 : 


Ll:2 


UG) ~— C0) ~ ONONG + MKONCONC) 
十 C2) NO) NO) 


国 这 一 部 分 内 容 参 考 郭 促 衡 等 文 “ 非 纯 性 连续 介质 力学 中 的 主轴 法 >， 力学 进展 ， 
第 13 着 :第 3 期 ，1983，273 一 289 页 。 


+ SE = 


一 >) iON CO NG) {3.3.197 
式 中 主 长 度 比 Xz) 也 是 随时 间 * 而 变化 的 。 类 似 地 ,在 构 形 tn) 


中 的 张 量 可 以 沿 Euler 标 架 分 解 。 例 如 左 伟 长 张 量 Gz) 可 按 
(2.6.16) 卫 写成 主轴 表示 的 形式 : 


VO ~ © 四 一 MD n(n) + 0) nn) 
十 Ks nC ne) 
3 要 


一 > Xn ns) (3.3.20) 


式 中 ,由 (2.8.1 引 式 ， 
4D — MD), 7—7 (3.3.21) 


至 于 两 点 张 最 则 可 以 同时 沿 丙 个 标 架 进行 分 解 ， 例 如 变形 梯 广 
D(z)。 由 (2.8.23) 式 ,与 正 交 张 量 久 (D， 由 (2.8.2 了 ) 式 : 
Dc = MDnCONCD + Mn NC) 
十 A nC NG 
一 》、 1 On NG) (3.3,22) 
RO) ~ nONCD + naCONCD + nCONC) 
一 2) nC NG) (3.3.23) 
在 构 形 -5D) 中 沿 变 形 率 (或 侍 长 率 ) d 主 方向 的 单位 矢量 
{me} 称 为 伸 长 率 标 架 。 由 (3.3.3) 式 , 伸 长 率 的 主轴 表示 为 
da = dA)ne) + dts) nn 


和 15， 


十 dn (ne) 一 2) dn ne) (3.3.24) 
显然 , 同 Euler 标 架 的 单位 矢量 nD 一样 。 伸 长 率 标 架 的 单位 矢 
最 mn“ 也 是 随时 间 * 而 变化 的 ,而 且 也 是 非 物质 的 。 

我 们 在 参考 构 形 52(am) 中 选择 一 组 男 定 的 互相 正 交 的 单位 
矢量 生 } (7 一 1, ,11)， 称 为 背景 标 架 。 以 Re*(2)， 民 mC) 
与 航 *D) 各 表示 从 背景 标 架 全 到 Lagrange 标 架 {N}，Euler 标 
架 tn 与 仲 长 率 标 架 tn4} 的 正 交 变换 ， 


NO) 一 RosCey .i 
FF fr 


nC) — Re) 1 (y 一 门 (3.3.25) 
nz) 一 Ricsy i {y= 1) 


将 (3.3.25) 之 前 两 式 代 和 人 (3.3.18), 可 得 关系 式 : 

Rac) ~ RG) ， 六 cs) (3.3.26) 
(3.3.25) 式 之 遂 为 

i 一 Recey* . NG) 


一 只 aaCo* 。 nC) Cr 一 于) {3.3.27) 
一 Rdo* nl) (r=—7) 

由 (3.3,25) 式 可 得 到 恨 osa， 民 ez) 与 良 20) 的 主轴 表示 形式 : 
Re — > NC 
Reucs) 一 之 n CO 《7y 一 开 ) (3.3.28) 


* 


Re) 一 六 ne (Y= Tr) 
求 (3.3.25) 式 三 个 标 架 的 单位 矢量 对 时 间 * 的 导数 ， 然 后 将 
033.27) 式 代入 i， 得 到 


2 x 想 
-NED 一 Wr)} Ci 
dt Tr r 
| } ay > 
有 nr) 一 WE) . ne) (3,3.29) 
了 了 了 


2 a 和 
nA Oo nD 
A T 


式 中 入 we(1) 称 为 Lagrange 标 架 旋 率 【简称 Lagrange 旋 率 )， 


办 mz) 称 为 Euler 标 架 旋 率 (简称 Euler 旋 率 )。@e(z) 称 为 介 
长 率 标 架 旋 率 : 


ras) 一 Rrascsy » Riscs)* 
9 所 
Orin) 一 Rap) Rca (3.3.30) 


Ye) 一 RD Ras)* 
易 证 (3.3.30) 式 中 尾 一 个 和 “(z) 都 是 反对 称 张 量 。 证 明 如 下 : 以 
Re 表示 43.3.30) 中 任 一 式 出 现 于 右 准 的 正 交 张 量 , 政 
ROD RD* —1 
将 上 式 对 时 间 * 求 导 , 得 
ROD ROD 十 RAD .RAD* =D 
此 茅 可 写作 
二 3.3.31) 
式 中 ,如 (3.3,30) 式 : 
DN = ROD: RO 


让 生路 党 二 


这 里 应 强调 淹 出 ,(3.3.29) 第 三 式 的 导数 sn dt 和 习题 3.9 
[提示 1] 中 的 “物质 ”导数 jn <D/ 闵 不 应 混淆 ,也 就 是 说 伸 长 率 标 
架 旋 率 2 和 物质 旋 率 we) 是 不 相同 的 : 


d 时 2 了 
一 一 了 克昌 A nr) 
dr rr T 


2 nD) we). nia) 


心 。 
wh 


Qa) wr) (3.3.32) 
利用 (3.3.30) 式 各 旋 率 的 反 偶 矢量 : 


t 1 [本 
EY 一 一 Ererr) 


Eu 人 c= — el {3.3.33Y 


1 my 


wi = 一 Le :04) 

则 童 位 活 量 对 时 间 求 导 的 公式 (3.3.29) 可 写作 
2. NG) 一 : ons 有 Xx N(#) 
at 1 r 


4. ni 二 we) x nr) (3.3.34) 
t r 


4 i) 一 oA) X me) 
A > 


鼎 (3.3.29) 式 ,可 得 各 旋 素 的 下 列表 示 : 


@ 这 一 结论 与 郭 体 衡 娃 < 非 线性 连续 介质 力学 中 的 主轴 法 >《 力 学 进展 * 第 13 硕 ， 
第 3 期 ?1983， 273 --289 页 ) 文 中 (5.24) 式 的 结论 不 -- 致 。 


车 


dn 
Om) 一 位， nl) (3,3,35) 


Lagrange 旋 率 全 we(f) 可 河 Lagrange 标 架 分 解 ， Euler 族 率 
和 mt(z) 与 伸 长 率 标 架 旋 束 四 xD 可 沿 Euler 标 架 分 解 : 
人 xn 一 > QFHI NOONG) 
ts 


O02) 一 $1 on CnCe) (3.3.36) 
Qs) 一 3 on ne) 
将 上 式 代 入 (3.3.29) 式 后 ,得 到 
2 N(D — 3 oRONG) 


2 nD) 一 3 Om,C)nCe) (3.3.37) 


二 mn) 一 之 加 Er 了 所 全 


实现 从 Lagrange 标 架 到 Euler 标 架 的 转动 的 变换 是 正 交 张 
遇 恨 Ca ( 册 (3.3.18) 式 )。 仿 照 (3.3.30) 式 ,可 以 定义 一 族 率 : 


QC) 一 RCD RO) (3.3.38) 
如 [rz) 称 为 相对 旋 率 , 它 表 示 Euler 标 架 相对 于 Lagrange 标 架 的 


15 


旋塞 。 
出 (3.3.18) 式 可 以 导出 Buler 旋 率 Ot), Lagrsnge 旋 率 
从 we( 有 ) 与 相对 斤 率 丝 ( 站 三 者 之 阅 的 关系 。(3.3.18) 式 对 时 间 + 求 
导 ,得 到 
了 } 如 1 所 
4 ne) = RO NGO) + RG). 和 NGY (3.3.39) 
de 了 工 de 工 
由 (3.3.38) 式 解 出 
RC) 一 Oe) . RO) (3.3.38Y 
由 (3.3.38) 式 与 (3.3.29) 的 前 两 式 代 入 (3.3.39) 式 ,得 到 
QiC) nf?) 一 Oc) * mn 
+ RO O50 - RO - nC) (7 = 1,2, 3) 
因此 得 到 三 个 旋 率 之 间 的 关系 式 : 
But) OL) Rn). Wes) Rey)* 03.3.40) 


现在 来 准 导 相对 旋 率 各 (2) 与 物质 旋 率 wa 之 间 的 关系 。 由 
(3.2.5) 式 ,可 得 


Lo 一 vy 一 六 co * DC) (3.3.41) 

将 变形 梯度 的 极 分 解 式 (2.8.4) , 即 
也 Co 二 Re - UG) (3.3.420) 
~ VE) . Re) (3.3.425) 


代入 (3.3.41) 式 ,可 得 (利用 (3.3.38) 式 ) 
LD = Oe) + RD). UO -Gap .入 ar (3.3.430) 


VO + VO) . OV) (3.3.436) 


s LS =» 


取 其 转 置 ,得 到 
3 » yt pr oy 
Loy)* = — Bt RO UO). UO. RC (3.3.44a) 
VO) VC) — OD) WY) (3.3.448) 
因此 得 到 速度 梯 变 Le) 的 对 称 与 反对 称 部 分 , 即 变形 率 中 与 
物质 旋 率 Ww0); 
ds) 一 二 (Lz) 十 Ley*) 


| 红 人 
一 二 RD (UD - UO) 


十 Ur) - Won) “ R*Cr) (C3.3,.4502) 
1 分 多 ra 
= (VO TE WEE M0) WV) 


1 33 yy 1 yy 
+ LE VO (VO 一 0D Ve)) (3.3.456) 
mY 1 yy + 
wt(A = 二 (Le) 一 Ln)*) 


和 1 二 站 
mr = Ra: (Un Ue) 


| 起 
— Uc) U0).:.R*C) (3.3.468) 


1 四 }} 3 人 
mm 二 (VO) + 内 -有 (了 


于 VD (VD 一 2D .VD) (3.3.466) 


二 下 号 全 


取 芭 时 构 形 (9 为 参考 构 形 , 即 在 : 时刻 U 一 RR 一 1, 由 
(3.3.464) 与 (3.3.38), 在 村 刻 + 有 
w 一 只 一 入 (3.3.46c) 
(3.3.46) 式 给 出 物质 旋 率 wD 与 相对 旋 率 从 (2 之 间 的 关系 。 
韦 在 来 求 (3.3.30) 式 的 三 个 标 架 旋 率 。 设 8 为 二 阶 对 称 张 量 ， 
它 的 主 值 为 ;， 5 5 沿 上 方向 犁 单位 天 量 为 e、e、e， 故 有 


Ss:eetieetsee (3.3.47) 
把 三 个 单位 矢量 {e，e，e} 取 作 57 标 架 。 
例如 ; 当 fe, e, e} 为 {N, N, N} 时 , 5 为 Lagrange 


标 关 ,上 昌 昌 《3.3.19) (2.9.28) 2.9.32) 式 : 
区 
这 

* 一 Hi 83=8 (3.3.48) 


1 
f= EE” 
3 也 姑 了 


当 {e， e， e} 为 {n， n, n} 了 时， 为 Buler 标 架 , 且 由 
(3.3.20) ,02.6.13) ，(2.9.14) 式 ;: 


a 
》 ry 
一 1 3 
; FE 站 岛 = (3.3.49) 


:一 (1 一 万 ) 当 s-e 


当 ie，e，e} 为 {m4， nn} 时 ,5 为 变形 率 标 架 , 且 由 
{3.3.24) 式 : 


* 153" 


> 
rs=d | (3.3.50) 


" 里 


作为 [3.3.25] ,f3.3.29] ,(3.3.30),(3.3.35),(3.3,3 人 的 一 - 般 表 示 , 有 有 


en) 一 R’ (rs) ， i (i = I) (3.3.51) 
5 e(D 一 {0'(2) + ec] (3.3.52) 
O00) 一 RO : RAN* (3.3.53) 
gef 

(一 全 ) elz) (3.3.54) 
人 一 p23 QiinC elets) (3.3.55} 
delr) 

本 一 > O5oCmDedr) (3.3.56) 


式 中 RD 表示 从 背景 标 架 {ii 让 到 57 标 架 te, es, e} 的 


正 交 变换 ， 7) 淘 E6 标 架 考 率 。 
将 (3.3.47) 式 对 时间 # 求 导 , 得 到 
_ ds de da 
8 本 


将 (3.3.56) 式 民 人 上 式 ,得 
, ‘ds . 
一 >， CS)opese (3.3.57a] 
iri ! 
式 中 
， ds 
(Se 一 一 全 人 | 十 {s 一 er {3.3.5785) 
drt i i 


a 450» 


(不 对 指标 取 和 ) 
因此,(3.3.575) 可 按 i 一 1 或 1 所 1 分别 写作 ; 


ds 
(3)vwz 一 (不 对 i 取 和 ) (3.3,580) 


(S$) 一 (s 一 On {不 对 1、 1 取 和 和 ) (3.3.585) 
(3.3.585) 给 出 了 57 标 架 施 率 分 量 9i;j) 与 张 其 率 S 的 非 对 角 分 量 
的 关系 ,由 此 

各 一作， Qtinee (3.3.59¢4) 
dQ, —.- {Sw (个 对 i， 7 取 和 s 守 5) 
了 1 _ 了 1 了 1 
(3.3.596) 
取 2 为 Lagrange 标 架 。 则 对 应 于 〔3.3.48) 式 S 的 三 种 情况 ， 
(3.3.58) 给 出 {个 对 指标 未 和 ): 
(Us 一 


3.3.60 
全 9) 
《Un = (4 CO— No (3.3.605) 
i 里 
di 
(os 一 fr (3.3,.61a) 
(F)n =— [1 (GD — 1 0 19068 (3.3.615) 
可 下 
rin) i (C3.3.624) 
(E Da 4 dz 
(Bim), 一 二 《和 2) QP (3.3.625) 
2 i 


» 01* 


(3.3.59) 给 H 咱 { 取 一 
四 一 > ONN (i— ,1-1]) (3.3.630) 
+z 二 


O06 一 -一 和 (Dp GN) (3.3.632 
(3.3.635) 不 能 用 于 4 一 4， 因为 在 4 一 4 的 时 刻 , Lagrange 标 
架 不 能 唯一 确定 。 通 入 可 以 到 4 一 4 的 极限 求 求 4 一 4 时刻 的 
9 人 稍 。 

取 SP 为 Euler 标 涡 , 且 S$ 一 VW ( 岗 (3.3.49)), 山 {3,3.58) 
给 出 


| 


(VY)os 一 区 (3.3.644) 
(不 对 指标 取 机 ) 
(Van 一 G4 一 D9 品 (3.3.646] 
而 (3.3.59) 给 出 
Dm 一 >) Qnn (3.3.650) 
i "1 
Ot Vo GQml) (3.3.656) 


EE 


取 5 为 变形 率 标 加 , 生 SS 一 ( 见 (3.3.50))。 则 (3.3.58) 给 


出 
dd 
(Co): 一 一 上 (3,3.660) 
ar 
{不 对 指标 到 和 ) 
(Cd) = (d — 4d) 0 (3.3.668) 
而 (3.3.59) 给 出 


* |] 


一 之 ， 0 (3.3.678) 


Qi) 一 (Cd) (3 2 人) (3.3.676) 


7 


力 (3.3.59) 可 见 , 任 一 标 架 族 率 是 与 以 该 标 架 为 主 方向 的 张 量 
变化 率 有 关 的 。 作 为 特例 ,(3.3.63) (3.3.55] (3.3.67) 分 别 给 乌 了 
2 与 可 、V, 引 的 关系 。 


最 后 ,我 们 再 来 讨论 一 下 伸 长 卒 标 架 旋 率 商人 zy 和 物质 旋 率 
w(z) 不 相同 这 一 问题 ( 见 (3.3.37) 式 )。 我 们 知道 ,变形 举 得 与 物 
质 旋 率 w 各 是 速度 梯度 的 对 称 与 反对 称 部 分 ,它们 都 只 取决 
和 于 速度 税 度 。(3.3.67) 式 表明 , 俩 长 率 标 架 旋 率 如: 与 有关, 而 
d 又 与 加 速度 梯度 有 关 加 ,因此 (3.3.32) 式 部 * 与 加 不 相等 , 这 是 
显然 的 。 

§34 变形 张 量 与 应 变 张 量 的 物质 导数 


变形 梯度 六 的 物质 导数 已 见 (3.2.5),(3.2.6)，(3.2.8) 与 
3.2.97 诸 式 ,外 


DF.b Dx 一 Be . (3.4.1) 
RS 中 x 9 we 
了 一 -DD.L DY 一 一 EL .DD* (C3.4.2) 


国 加 速度 梯 庶 的 定义 见 后 (3.5.2) 式 。 利 用 后 沾 的 (3.5,63 式 ( 仿 # 瑟 1)3 可 导出 
全 与 加 过度 梯度 的 关系 。 


二 


现在 利用 它们 来 求 变形 张 量 与 应 变 张 量 的 物质 导 糙 。 
一 、 谈 形 张 量 的 物质 导数 


1，Green ( 右 Cauchy_Green) 变形 张 量 《 的 物质 导数 
由 (2.5.1),(2.5.3) 与 (2.5.4) 式 ,有 


Co br .Do CG $sG1G3 — gjGG 
(3.4.3) 
克 下 这 - 
| 拥 Ee D 里 D* = CG GG, m= EA Css ==3 ri 
式 中 : 


= 疗 st i 
Co BA 二 Bijt, AT,D 


| (3,4.4) 
CB XEN 
《3.4.3) 的 第 一 式 就 是 以 前 的 (2.2.19) 式 。 它 可 以 通过 (2.2.18) 
式 , 部 
(4 一 EXLdXa — gudridxi = dP + C .aP 
— (GxrdxK) : (BasGG) - (GaX”) 
— (Gdrt) . (gjGiGi) . (Gadx’) 
而 得 出 。 将 (3.4.3) 第 一 式 对 时 间 * 求 物质 导数 ,得 


cf yt 4 yt 四 3 


Co Dt.D— Dr.D+D* .Db 


将 (3.4.1) 式 代 信 后 ,得 
长 (3.4.5) 
其 分 量 形 式 为 
人 把 oo 2rd ris — dg (3.4.57 


上 式 最 末 一 个 等 号 表示 和 的 协 变 分 时 的 坐标 转换 关系 , 已 兄 


悍 【本 二 所 


(3.3.15)" 臣 。 由 此 式 可 见 张 量 攻 与 24 在 Lagrange 坐 妹 系 中 内 
有 相同 的 协 变 分 量 ,只 是 基 撩 量 不 同 而 巳 , 即 
Ce- 4s GG? — 23 GaGs (3,4,5)" 
FE 
24 = 一 2 ng 


因此 (3.4.5) 式 中 由 计算 蕊 的 运算 所 起 的 作用 正在 于 扫 并 矢 基 
人 变换 为 _G4Gzs， 因 为 由 (2.3.20) 式 ,有 
有 b* .8 一 G4 D>-G? Ca) 
类 已 地 ,由 (3.4.3) 第 二 式 对 时 | 间 # 求 导 ,可 得 


Eb .a.b (3.4.0) 
《3.4.5) 式 也 可 以 用 以 下 的 方法 证 明 。 将 
EE 
对 时 间 “上 求 导 , 街 到 


由 此 得 

Eb. 
将 (3.4.3) 的 第 二 式 与 43.4.5) 估 人 后 :化 简 即 得 (3.4.6) 忒 。 (3.4.6) 
式 的 分 量 形式 为 


a 了 - ， 
CE -一 2X407DiXD 一 — 2d48 (3.4.6) 
i 


上 式 最 末 一 个 等 号 表示 qd 的 逆 变 分 量 的 坐标 转换 关系 ,类 似 于 
(3.3.15) 式 。 由 此 式 可 见 张 量 蕊 与 一 24 在 Lagrange 坐标 系 具 


* li3 = 


相同 的 逆 变 分 量 , 只 是 基 天 量 不 同 而 已 , 妈 


C -= 2 一 Gs = 一 24d145G (GG, 


i 


和 
—2d 一 — 24d436 ,By (3.4.6)" 


(3.4.6) 不 右 端 的 运算 起 的 作用 是 把 d 中 的 并 矢 基 定居 变换 为 
GGs， 因 为 由 (2.3.22) 式 ,有 


一 上 1 


如 + 
了 .和 一 避 1 és. D* 一 Gs (5) 


习题 3.10 由 (3.4.) 第 二 式 对 时 间 # 求 性 ,以 证 阴 (3.4.6) 式 。 
习题 311 利用 (3.1.13#) 式 证 明 (3.4.6) 式 。 


1 


2，Caucby 变形 张 量 e 与 左 Cauchy-Green 变形 张 量 e 的 
物质 导数 

由 (2.5.2),02.5.5) 与 (2.5.6) 式 , 并 注意 到 往 构 形 si) 中 站 闫 
重生 4， 且 4 与 包 ，g' 之 间 的 坐标 转换 关系 : 


全 ， 一 Xj 各 一 XA 
gi — XB: gi = tsB’ 


n 了 加 
© 与 可 表示 为 


(3,4.7) 


一 一 1 
c —D-.Dto egg 一 上 和 全 5 
式 中 


Ci = jj 于 CANIN, 人 4p = GA 一 他 和 入 1 于 
【和 .4.8)} 


oo 


一 1 
人 一 G 一 GAOttl ci GB GIXANS, 


利生 站 在 环 


(3.4.7) 的 第 一 式 就 是 以 前 的 (2.2.31) 式 。 它 可 以 通过 (2.2.30) 式 ， 
区 
(ds) = Gdridxi = GpdXidXi 一 pe. dp 
— (gidrt) + (GE'S ) - (gdxr!) 
= (xdX*) : (Gn B®) . (raxr) 
布 得 出 。 


一 1 

对 比 (3.4.7) 式 与 (3.4.3) 式 ,可 以 看 出 , 张 量 马 与 马 就 是 把 构 

形 -CD 在 Lagrange 坐标 系 {X4, 8 中 的 度量 张 景 分 是 45 与 
hz， 配 上 构 形 缠 (1o) 的 并 基 矢 量 G4G8 与 GsGs; 相反 地 , 张 


时 e 与 6 则 是 把 构 形 经 (4) Lagrange 伦 标 系 {X4} 的 度 最 张 
量 G4s 与 G43, 配 上 构 形 -C7) 的 并 基 矢 量 全 2 与 色 铺 go 
(3.47) 第 一 式 改 时间 * 求 导 , 得 


让 


2 光一 .8 
将 (3.4.1) 式 代 人 后 ,再 利用 (3.4.7) 第 二 式 , 得 


一 一 有 
» 加 kp 入 47 


co 二 =L-.cTte :1* (3.4,9) 
且 由 {3.1.37) 与 (3.1.38) 式 ， 


(2 十 ch 4 十 AM ) 全 4 富 (C3.4.9¥ 


G3 不 随时 间 上 变化 ， 
一 1 
de 一- 2 全 48 = 心 
dr dF 


* TH7 4 


而 (3.4.9) 与 (3.4.97) 式 的 分 解 式 为 


一 计 
入 D ceri 
F 


-1 
外/ 安 ; = Cw en 十 ey) 宫 ; 牧 


= (COA, Ba 4+ Can Vut 7) ss (3.4.94) 
其 分 量 形式 为 


-1 
Deii 
[| wr 


-1 一 上 
er 十 er vol 
D+ 机 


一 (84 EHD 于 CAM TO) rly (3.4.95) 
cm (ce:L+ri*. ec) (3.4.10) 
(3.4.10) 式 也 可 以 用 以 下 的 方法 学 出 。 将 等 式 


一 1 
3 YY 3 
ee=]1 


， 对 时 间 # 求 导 ,得 到 


由 此 得 


dr 
因 GCap 不 随时 间 L 变化 ， 


香 


一 (和 全 一 EM — a0 入 4 名 (3.4.10Y 


Mean dG. 


rf dz 
故 (3.4.10) 与 (3.4.10) 式 的 分 解 式 为 
e 一 Sn gig = — (ev (VIN) gg 
一 一 (éywd 和 十 (Tt "Yen)B (3.4.100) 
其 分 量 形 式 为 
De 


py = 一 【cart 十 (Ww ) es 


ES (WOME INAXS (3.4.108) 
习题 3.12 ”利用 (3.4.8) 的 23 式 对 时 间 :求全 导数 ， 以 证 明 
(3.4.9a》 的 第 一 个 等 式 。 
[提示 ] 由 (3.4.8) 之 = 式 ,对 上 求全 导数 ,得 


D7, | i 
-一 -性 fi 全 全 人 xi 
站 D; 《 AT) 


i ， i 
ea GAS 2 十 Xa Ses) 
Ds Dr / 


将 {3.2,5e) 的 第 一 等 式 代 人 ， 


一 1 ， , 
这 CH cm GA Nari 十 Xavi pn) 
i 


一 pCG ra Xp) 二 (OBxt x a vi 
一 vier + Cr 
习题 3.3 由 (3.4.7) 的 第 一 式 对 时 间 + 求 导 ,以 证 明 (3.4.10， 
式 。 
习 谤 3.14 利用 (3.4.8) 的 ci 式 对 了 时间 * 求 金 导数 ， 以 证 朋 


"+ 


《3.4.10e) 的 第 一 等 式 。 
[提示 】 由 (3.4.8) 之 ci 式 , 对 :求全 导数 ,得 
De,, 
Dr 


天 
= Pr (CunsX I Xs) 
| n 
.| Dt Dr 
将 (3.2.85)” 的 第 一 等 式 代 人 ， 
-二 一 GstXiv, RE 十 XALXS2TD) 


一 FCW Ye 十 corv'i] 
二 、 应 变 张 重 的 物质 导数 


Green 应 变 张 量 关 为 构 形 统 (16) 中 的 张 量 ， 如 (2.9.2) 与 
(2.9.3) 式 , 即 


1 < 
E = (Co F/G (3.4.11) 


式 中 
Esa 一 到 (Css — G4s) 一 (B48 — Gis) (3.4.12) 


Almansi 应 变 张 量 e 为 构 形 -Gz) 中 的 张 量 ， 妈 (2.9.12) 与 
《2.9.13) 式 , 即 


e 一 zd 一 e) egig (3.4.13) 


式 中 
ei ™ > {gi 一 ci 一 2 Cg 一 全 站 (3.4.14) 


由 分 量 的 坐标 转换 关系 (2.9.20) 式 , 育 


时 量 > 人 


上 EapX XY",, Ea 一 避让 和 和 {3.4.15} 


令 ai 为 张 量 © 在 Lagrange 华 标 {XX*, #} 中 的 协 变 分 量 ,由 
(3.4.15) 式 可知 
dss = Ess (3.4.16) 


两 此 Almansi 应 变 张 屋 e 在 Euler 举 标 系 {x 让 与 Lagrange 仅 
标 {用 4，#} 中 的 了 央 砷 表示 式 为 


hy 


eo—= cng'g' 一 Bans {én = Eap) (3,.4.13) 
这 虐 是 蕊 朋 的 (2.9.23)Ro 


在 张 量 也 与 e 之 间 存 在 着 关系 (2.9.21) 式 , 即 


[ 4 人 2 
E 一 D+.e 
(3.4.17) 
入 a 人 
e—=D*.E.D 


对 [LE(3.4.11) 与 (3.4.137 式 ， 可 罗 (3.4.17) 式 右 端 运算 所 起 的 作用 
只 是 并 括 基 G4<Gs 与 生计 的 相互 变换 ， 因 为 由 (2.3.20) 第 一 式 
与 (2.3.23) 第 一 式 : 

Dx* . 84 ~ G4, £5 ,站 一 Ga 
D* .Gi 一 全 1， Cr. Df 
1. Green 应 变 张 量 的 牺 质 导 纤 
利用 (3.4,11) 与 (3.4.5) 式 ,可 得 Green 应 变 张 盘 的 物质 导数 


ot 站 2 


.DD (3,4.18) 


fe 
| 

by | 一 
全 
| 
已 
芝 
A 


其 分 和解 式 为 (利用 (3.3.15) 与 (3.4.5) 式 ) 
% Eds GdCe 
dt 


~ 171»，» 


dE yp es dC 4 
dz 2 dr 


— da8 js (3.4.1°) 


因此 张 县 上 与 一 二 1s@48s 具有 相间 的 协 变 分 量 , 但 是 基 失 量 
不 癌 
EE 与 4 的 关系 式 (3.4.18) 也 可 由 45 的 表达 式 得 到 ,在 构 形 
c 朋 人) 中 的 线 元 aP 的 长 度 平方 为 
(dSh maP.dP GdXdRs, J 0 
而 由 (C2.2.18) 式 在 构 形 wt?) 中 线 元 dp 的 长 度 平 方刚 为 
(di dp dp grdridx 
~ dP .CGC.aP mm CsdXidN? om isdX dXS 
因此 ,利用 (3.2.12a) 式 , 得 
(dss) 一 dp :dp + dp: ap 

~ (LL. dp) .dpt dp. (LL.dp) 

_ dp" 人 下 二 Le .ap 一 2dp.g ,ap 

2 2 


同时 又 百 
Cd dP.C.dP ~2dP:.E.4aP 
一 2 全 dXidXs 
i 
比较 以 上 两 式 ,得 到 


ap :dd.dap— dP -EE.aP 
注 线 元 变换 公式 (2.3.11) 第 一 式 代 人 , 即 得 (3.4.18) 式 a 
2. Alimansi 应 变 张 量 的 物质 导数 
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利用 (3.4.13) 与 《3.4.10) 式 可 得 Almansi 应 变 张 最 的 物质 导 
数 


nD 人 从 1 C Yo P。 
号 一 一 一 有 一 一 e . .0 
2 2 


将 e 一 了 一 2e 代 人 后 ,化 简 并 利用 (3.3.2) 式 ,得 到 


入 ER | bh 
se 一 de. 上 上 tr .e,) (3.4.20) 
其 分 解 形式 为 


De,: ， . 
了 gg 一 Le,; = (eprvr 下 {Viv )esr) gg 


一 [ds 一 (EsMO 十 (Wad) én) EE (3.4.21) 
式 中 bisy— EAM o 分 量 形式 为 
Dei 


pe di 一 《errti (WViv')eri) 


= [dss 一 (sg 中 【Lp én) XAXS, 
(3.4.21Y 
在 连续 介质 力学 的 文献 中 ,常常 把 即时 构 形 了 为 参考 梅 形 , 此 
时 DD 一 1，e 一 0。 由 于 即时 构 形 与 参考 构 形 重合 ， 故 上 标 "《” 
与 “) ”的 差别 消失 。 由 (3.4.18) 与 (3.4.20) 式 ,有 
E~ée~d 当 Dl (3.4.22) 


习题 3.15 由 e 的 分 解 式 (3.4.13) 妈 


e 一 FE “B® “ 
对 时 他 * 求 导 ,以 证 明 (3.4.211 式 
[提示 】 利用 (3.4.19) 式 与 (3.1.13s) 式 : 


了 
dg’ /d= BL 


三 、 长 度 蕊 .面积 比 襟 体积 比 的 物质 导数 
1. 发 度 比 的 物质 导数 
在 构 形 鹏 (py 中 的 线 元 dP 变形 后 成 为 构 形 wt) 市 的 线 
元 4p， 洛 线 元 的 单位 矢量 NN 变 成 n。 
_ dp 
laP| lap| 


由 (2.5.8) 与 (2.5.13) 式 


1 
一 术 二 Ai(n) 一 V/ 一 一 (3.4.23) 


ne*n 
因此 ,将 上 式 对 时 间 : 求 导 ,并 利用 (3.4.5) 式 ,得 到 


+ 


Sn N.C.N- tN.Gb: .9.$).N 
了 


dt AN 
1 yy 站 
-DD.N):.d.(D.N) (3.4.24) 
“到 
但 是 着 利用 线 元 变换 公式 (2.3.11) 第 一 式 , 即 
dp 一 好 :AaP 
岗 端 除 以 1dp| 一 in1aP| 但: | 
nD.N DN un (3.4.25) 
NM 


(3.4.24) 式 中 Ganj/Gr 表示 在 构 形 wt) 中 对 应 于 构 形 鹃 (p) 沿 
N 方向 每 单位 长 度 线 元 其 长 度 的 变化 率 。 因为 在 求 导 过 程 中 
N 一 4P/14P| 看 作 是 固定 的 ( 即 daP 固定 )， 故 这 个 导数 就 是 
《3.2.11) 式 意义 的 固化 物质 导数 。 在 w(t) 构 形 中 这 个 线 元 的 长 县 
已 非 单位 长 度 , 而 是 1 一 和 。 我 们 昧 名 wf/ 关 为 以 构 形 索 (16) 为 


+ L744* 


基准 的 长 度 比 的 轩 化 物质 导数 。 其 们 不 仅 依赖 于 变形 率 益 而 县 


还 依赖 于 变形 梯度 有 b。 但 是 在 2/ 中 若 利 用 等 式 机 一 和， 
将 它 改 写作 各。/ 和 ， 则 已 类 去 了 原来 线 元 的 标志 Ns 但 是 di ar 
的 含意 仍然 是 假如 想象 线 元 un 图 结 (“ 园 化 四 在 变形 体 上 , 即 把 
它 想象 成 “物质 的 ”。 如 对 时 间 + 的 园 化 物质 导数 。 因此 ， 将 
(3.4.25) 式 代 人 (3.4.24) 式 , 先 得 到 


dN nd 
di 
然后 把 它 写作 
dA 
t= hd, 
dt 
即 
ld dd . (3.4.26) 
dn or 


式 中 di 一 nn， dm 为 长 度 率 , 见 (3.3.1) 式 。 与 (3.4.24) 式 不 同 ， 
(3.4.26) 式 的 《2% / 加 ) /4 表示 在 构 形 (1) 中 沿 n 方向 每 单位 
长 度 (对 应 于 构 形 经 (1) 中 长 庆 为 做 '， 原 非 单 位 长 度 ) 的 线 元 
长 度 变 化 率 。 欠 此 长 度 率 表示 以 构 形 -(1) 为 基准 的 长 度 比 的 物 
质 导数 ,其 值 公 依赖 于 变形 率 入 币 与 变形 税 度 六 光 关 。 

2. 体积 比 的 物质 导数 

由 (3.2.16) 式 ,体积 比 的 物质 导数 为 

天 一 天 dv 一 克 F FAD) A AL) 
但 以 构 形 。(i 为 基准 的 休 积 比 物 质 导数 
dyv— Fl) Fh) 


只 与 变形 率 qd 有 关 , 它 就 是 体积 率 , 见 式 (3.3.6)。 
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3. 面 积 比 的 物质 导数 
在 构 形 , 弦 () 中 的 面 元 v 太 变形 后 成 为 构 形 。(z) 中 的 面 元 
da， 沼 面 元 法 向 的 单位 矢量 N 变 成 a 


由 (2.5.20) 与 (2.5.22) 式 


》 
mm- 一 a 
[aaA| N:C.N 


on) 一 一 一 一 一 - (3.4.27) ， 


式 中 由 (2.4.6) 与 (2.5.19) 式 ， 
fF 六 天 (D)] — VAC) 


将 (3.4.27) 式 对 时 间 * 求 导 , 并 利用 (3.4.6)，(3.2.16) 与 (3.4,27) 本 
身 , 得 到 


aew 一 本 十 N 
“NN i .NN 
ds VN EN ”一 二 

AN CN 


-二 椰 + 


1 
2e) 到 
od 光 
‘(—2D.d:D*).N 


+ ?6% 


一 ora 一 二 LAZDe.N d 
N 


“(A Dr . N) | (3.4.28) 
但 由 面 元 变换 公式 (2.4.13) 


两 端 除 以 1dal 一 ow|a 入 |， 得 
nl Fb: .NT FD:. Noon (3.429) 
GN 


代 人 (3.4.28) 式 ， 并 注意 on 一 0。， 利 用 与 (3.2.11) 式 记 写 ， 雇 
danf dt 表示 把 面 元 own 想象 成 固化 ”于 变形 体 上 时 ss 河 时 向 
* 的 固化 物质 导数 , 则 得 到 


1 dg 
lds Fd) — ad. 3.4.30 
2 td) 《 ) 


由 (3.4.28) 式 , 以 构 形 统 (1;) 为 基准 的 面积 比 的 物质 导数 不 仅 与 
变形 率 d 而 且 也 与 变形 梯度 D 有 关 。 而 由 式 (3.4.30), 以 构 形 
-(#) 为 基准 的 面积 比 物质 导数 则 只 与 变形 率 d 有 关 。(3.4.30) 所 
示 的 就 是 面积 率 , 见 式 (3.3.7)。 

由 (3.4.26) 与 (3.4.30) 武 ,并 利用 (3.2.16) 式 ， 


ld 工 zc (3.4.31) 
有 如 六 on dt 


故 以 构 形 -ti 为 基准 的 体积 比 物质 导数 等 于 党 任 一 nn 方 同 的 长 
度 比 物质 导数 与 万 直 于 该 方向 的 面积 比 物质 导数 之 和 。 


四 、Seth 应 变 度量 类 的 物质 导数 
Seth 应 变 度量 类 芷 om 由 (2.9.32) 式 给 出 。 当 #* 一 1 时 ， 由 


i 


| 四 站 
(2.9.33) 趟 ， 攻 ao 就 是 Green 应 变 张 量 攻 。 因 牙 ED 一 站， 砚 
(3.4.18) 与 (3.4.19) 式 。 当 # 二 一 1 时 ,由 (2.9.34) 与 (3.4.6) 式 ,可 
得 


二 1 一 ee 
i 必 YY 庆 


Eo—— Eb. 3. (3.4.32) 
将 (3.3.15) 中 和 的 最 后 一 个 表 这 式 代 人 上 式 ,并 和 用 本 书 166 责 的 
(6) 式 ,得 到 E-? 的 分 解 形式 : 


4 一 A 
Eu 一 2 C_G， 


nk | -+ 
< -= 一 一 一 人 4 如 4 dA (3.4.331 
下 上 


当 4 一 112 时 ,由 于 E49 的 表达 式 (2.9.36) 中 含有 人 的 方 


根 , 所 以 很 难 把 疙 sm 宕 成 象 # 二 1 时 的 (3.4.18) 或 # 二 一 1 时 的 
(3.4.32) 那 祥 的 实体 (或 风 对 ) 形 式 。 但 是 可 以 用 以 下 的 步骤 米 永 


得 各 om 在 Lagrange 标 架 中 的 分 解 式 。 将 人 sm 的 表达 式 (2.9.36) 
对 时 间 * 求 导 ,得 本 

Kom ~ 攻 -6 (3.4,347 
在 Lagrange 标 架 中 , 莫 的 分 解 式 (3.3.19) 式 为 主 对 秆 形 , 但 
了 这 的 分 解 式 却 是 一 般 形 式 : 


Eo 一 U 一 > (DapNN {3.4.35) 
了 i 


式 中 (如 ,表示 U 在 Lagrange 标 染 中 分 解 的 系数 或 分 景 。 灾 
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形 率 〈 或 伟 长 率 ) dq 在 伟 长 率 标 架 中 的 分 解 式 (3.3.24) 为 主 对 角 
形 , 但 它 在 Euler 标 架 中 的 分 解 式 则 应 为 一 般 形 式 : 


折 
d= >》, dnn (3.4.36) 
Ye 7 于 


式 中 ar 为 由 在 Euler 标 架 中 分 解 的 系数 或 分 量 ， 在 沿 Euler 
标 架 的 笛 卡 儿 坐 标 系 中 它 的 表达 式 为 (由 (3.3.2) 式 ) 


好 fr) 一 去 《ar 二 Wessr) (3,4.37) 
这 里 wy， 吉 示 速度 场 Y 沿 所 研究 点 处 Euier 标 架 的 分 量 , 逗号 


“表示 对 和 钉 卡 儿 谷 标的 偏 导数 。 将 (3.3.45a) 式 改 写成 以 下 形 
式 


0) 和 人 Te 


R*+.d.R—~ (UVU.U+U. ) (3.4.38Y 


上 式 右 端的 也 用 (3.3.19) 式 代入 , 世 用 (3.4.35) 式 代 人 ,而 去 端 
中 用 (3.4.36) 式 代入 ,并 利用 (3.3.18) 式 ,得 到 

BasNN ~ 1 3) G7 ,NN 

ji 了 上 2 了 r 1 J 


(i=1i1,1=J]) 
白 此 ,并 注意 到 (3.3.21) 式 ,得 到 


过 世族 多 :J _, 
(CUD, 一 7 pr dss) >” 1 | 了 ) {3.4.39) 
下 二 i 不 对 fi, 了 豆 和 和 


因此 如 在 Lagrange 标 架 牛 的 分 旺 ( 短 )wj， 可 以 通过 息 在 Euler 
标 架 中 的 分 电 dvj， 表示 。 将 (3.4.39) 代 入 (3.4.35) 式 ， 最 后 得 到 
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nd DaoNN G1 f= ND (34.40 
-一 之 5 二 1) he 时 3 . 寸 ， 
由 (3.4.39) 式 可 以 导出 主 长 度 比 4 对 时 间 + 的 导数 4x1ar 旭 


Lagrange 旋 率 vs 在 Lagrange 标 架 中 的 分 县 088 ( 见 (3.3.36) 
第 一 式 ) 的 公式 。 将 (3.4.39) 代 入 (3.3.60), 得 到 


1 4 
-一 二 down 《不 对 站 取 和 ) (3.4.41) 
1 he 
而 当 i 夺 站 时 ， 
214 ， . 
OPE oo 于 dp i 7, i - (3.4.42) 
4 一 4 对 指标 取 和 和 


将 (3.4.41) 式 与 (3.4.26) 式 比较 , 可 知 沿 Euler 方向 的 长 度 率 与 主 
长 度 比 的 相对 变化 率 相等 : 


工 一 ?一 工 二 一 sp (不 对 i 取 和 ) (3.4.43) 


在 (3.442) 式 中 假定 2 关 7; 当 4 一 2 时 , Lagrange 方向 不 能 唯 
一 确定 。 通常 可 通过 求 当 7 一】 的 极限 来 得 到 4 一 2 时 刻 的 
Lapgrange 省 率 。 

由 (3.3.57) 式 , 取 S 一 安 ， 可 得 i 对 时 间 ， 
的 导数 


3 (unNN (3.4.446) 
I { 


, dg 
(op 一下 2 十 《GE 一)985 (不 对 指标 求 和 ) 


(3.4.445} 
这 里 ,由 (2.9.28) 式 ， 和 一 f(A)o 注意 到 (3.3.21) 式 , 由 (3.4.44&) 
式 ( 或 直接 由 (3.3.61) 忒 ), 得 到 当 站 一 了 了 时、 
下 a 大 2 、 
(Fn 二 -全 二 了 (DD) 一 一 了 不 对 指标 取 和 ) 
dt i dt 
， C3.4.45} 
而 当 i 半 7 了 时 ， 
CoRR LC 一 4)00 一 (fC4) 一 {4) 7 入 {3.4.46) 
{i 二 了 1 一 J， 不 对 指标 取 和 ) 


将 (3.4.41) 与 (3.4.42) 式 分 别 代 入 (3.4.45) 与 (3.4.46) 式 ， 
得 型 


i 一 
(d)om 一 A (C2) drs) 不 对 指标 取 和 ) (3.4.47¢) 
家 244 FA) 一 其 2 
{up 一 有 了 i dp 
( ~ 一 /六 ) (3.4.475) 
不 对 指标 取 和 和 


当 {3.4.475) 式 中 4 一 3 时 ，Enler 方向 不 能 唯一 确定 ; 此 时 可 
规定 《3.4.472) 式 取 4 人 时 之 极限 值 , 即 
i i l,i J,iei 
C6)ap 于 CDden \ 不 对 指标 取 和 
{3.4.47) 上 与 (3,4.48) 式 可 写成 统一 的 形式 ; 


) (3.4.48) 


= 1 


“4 ;一 7 一 了 
(&)o, 一 | pli, fT) dvs ? ) 


到 对 指标 取 和 
(3.4.49) 
式 中 
| fA) ~ TO) 
Pi,1) 一 一 一 当 4 = 2 
(3.4.50) 
一 ft) ” 妆 + 一 4 


对 于 Seth 应 变 度 量 类 (2.9.32) 式 ,内需 取 国 数 12) uh(2.9.31) 
起 ,因此 


Es — > (Ea NN (3.4.51) 
Ts 了 
式 中 
必 2 . 
CE 一 一 一 3 pi, 1) dw, (3.4.52) 
t 1 
这 里 
1 4 一 和” 


1 EJ 


{i 五 【1, 1 二 J， 不 对 指标 取 和 ) {3.4.53) 
Eps Nin! 站 1 一 下 


当 4 一 1/2 时 , 恒 有 gp(i,j) 一 1，(3.4.52) 起 导致 (3.4.39) 式 。 
当 # 一 1 时 ,(3.4.51) 式 给 出 


忆 
EW 人 E w= >, ud,aNN (1 上 1, 了 = J， 不 对 指标 取 和 ) 


(3.4.54Y 
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当 # 一 一 1 时 , 则 有 
Ei-o 一 二 >》 ， ta denNN “ (3.4.55) 
了 了 


了 [ 1 
z (i 二 1, i 一 J 不 对 指标 取 和 ) 
0 时 , 取 (3.4.53) 式 当 # 一 0 之 极限 ,得 到 
ln -一 ln 4 


了 —{ ” 4 交 未 
Pui 4 -一 多 当 i i | 
1 
【和 .二 .5656 
| 
因此 
入 妃 
E'": 一 3 CE onNN (3.4.57) 
i ‘ 
式 中 


让 od 
(CE™).r, 一 二 《ln& 一 lnA)dy 沼 44 
一 1，j 一 J， 不 对 指标 取 和 ) 
~ du, (3.4.58) 
最 后 ,我 们 来 讨论 对 应 于 (2.9.28) 式 函数 f(4) 与 J(2) 的 两 种 
不 同 的 Hill 应 变 度 最 率 加 与 之 启 的 关系 。 将 (2.9.40) 式 对 
时 间 * 求 导 ,得 
mn (49) 
mm 一 [天 (1) — f°(1)] 


式 中 … 表 示 更 高 次 (对 名 ) 的 项 。 如 时 取 即 时 构 形 为 参考 构 形 , 则 


< 8 了 3 


浆 一 上 风 一 0, (3.4.59] 式 给 出 窑 一 只 但 当 取 均一 Eo 一 下 时 ， 


由 (3.4.22) 式 ,二 一 和 4。 因此 可 得 结论 , 当 取 即 时 构 形 为 参 著 构 形 
时 ,不 论 (4) 和 如何、HilL 应 变 度 量 率 


qd 当 D=I (3.4.60) 


五 、 即 时 构 形 .中 应 变 张 蛋 的 物质 导数 多 

前 一 小池 讨论 的 Seth 应 变 度 量 ( 或 者 更 广泛 些 ，Hilt 应 变 度 
最) 都 是 参考 构 形 哆 中 的 张 量 。 现 在 我 们 来 讨论 即时 构 形 。 中 
应 变 张 量 (例如 台 . 六 等) 的 物质 导数 。 由 (2.6.16) 式 


yy ha yy 


一 大 一 V.V (3.4.61) 
求 物 质 导 数 后 ,得 到 


分 着 入 7 


VV+iV.V 3.4.62) 
但 由 (2.5.21 一 


-一 
和 » 时 


B 一 ce 一 及. Da 
对 上 式 求 物质 导数 ,并 利用 (3.2.58), 得 到 


» ye 


本 世 心 Dx 从 Ht 
让 一 中 .Dr 十 了 -. D+—L-.D:.D*+D. (L.D)* 


» xX 六 » 
—L:D.D*+-D.D*.L* 

YB 

一 工 ， :LL* (3.4.63) 


由 (2.6.16) 式 ya Euler 标 染 中 的 分 解 臣 为 
V — 今 ， inn (3.4.64) 
fi 重用 


四 从 考 138 页 注 芭 
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设 六 在 Euler 标 架 中 的 分 解 式 为 


vy 一 >) nnn (3.4.65) 

则 由 (3.4.62) 与 (3.4.63) 备 得 
B -- > Vo (4 十 Dnn (3.4.66) 

s z nt 
B 一 之， CPep 十 PLon)nn (3.4.67) 


比较 (3.4.66] 与 (3.4.67) 得 

Lcd 十 无 让 
4 十 2 

按 (3.3.4) 式 将 速度 磁 讼 上 进行 枚 法 分 解 ,可 得 


Ls riy + www 


(Vo 一 【不 对 指标 取 和 ) (3.4.68) 


(3.4.69) 
Lin 一 dy — Wor 
将 (3.4.69) 代 人 (3.4.68), 得 到 
)} dont 十 4 ) 十 wo 一 2 ) 
(WV ry 一 RE ， 
《个 对 指标 取 彻 ) (3.4.70) 


有 了 区 以 后 ,就 可 得 到 Euler 旋 率 Gel。 将 (3.4.68) 或 (3.4.70) 

代 人 (3.3.655), 得 到 中 

Lupna 二 Lei 
《4 4 不 对 指标 取 和 ) 


fi i 


Eul 
i 一 


(3.4.71) 


名 (3.4.71) 一 (3.4.75) 式 见 程 草 , 黄 克 智 辐 忙 物质 导数 与 标 架 旋 率 ;力学 学 报 、 
1987 年 第 6 期 。 


= 让 耻 守 


到 和 二 2) + wnt 一 2 
PR La 
i 
C4 3 1， 不 对 指标 取 和 ) (3.4.72) 


利用 (3.3.40) 式 ,可 以 由 和 re 与 Qo! 求 出 相对 访 率 名。 将 
(3.3.36) 的 前 两 式 代 和 人 (3.3.40), 并 注意 (3.3.18) 式 ,得 到 |: 


六 
过 一 > Gopnn (3.4.73) 
上 
式 中 
But f= 
Qs 站 一 QF ( ， J ) (3.4.74}) 
1 一 一 


将 (3.4.72) 与 (3.4.42) 代 入 (3.4.74) 的 88 与 8 放 ;、 得 
dn (CAs 十 1) 十 tera -一 32) 2 
i 了 i oe, 1 


1 A 1 
f 上 1 下 


dntt CO— 4) wntd t+ 4) 
mm i 
站 十 下 


di) 一 


(个 对 指标 取 和 )》 


如 
1 一) 
dissy 于 1 于 -3 【不 对 指标 取 和 ] (3.4.75) 
§3.5 加 速度 梯度 ，Riviin-Ericksen 张 量 


一 、 加 速度 梯度 
质点 的 速度 为 


和 1 怕 吉 可 


而 加 速度 则 为 
BP 一 2 一 a 记 作 也 
定义 2 阶 加 速度 为 
oo dp 
B 和 
因此 
a {my _ {下 
FF Pp p 


市 《3.2.2g) 式 . ,速度 梯度 为 
L 一 vy 一 yi = 攻 训 :区 
= 一 Vp = 4 
与 此 类 似 , 定 义 加 速度 密度 为 
bi bE 
LaVvV—ag oe ogg 
一 ,a 2 3 全 了 让 


者 呈 归 第 第 别 


及 # 阶 吉 速 度 梯度 为 
3 fm {所 } _ [ey ， 
L,,— pVY — pg 一 Pigig’ 
1 十 A i 
一 Pp.ag’ 一 Pigs 
轩 此 当 # 一 1 时 ， 
at YY 
Lo ~—L 
约定 当 #* 二 0 时 ， 
六 bi 
L,, 一 


2 阶 如 速度 梯 肥 上 ,的 物质 导数 为 


(3.5.1) 


(3.5.2) 


(3.5.3) 


(3.5.4) 


(3.5.5) 


中 生息 7 二 


» (om)  、 、，。 (tl) wy 
了 ， 一 【于 ,会 ?1) Pp,sB 十 Ps 人 


利用 (3.1.13s) 浅 , 即 


ad” 六 
dr 并 
代入 ,可 得 
L 一 EL,,, 一 L.,, ” i (3.5.6) 


丕 未 可 适用 于 一 蕊 之 0 的 情况 。 


二 、 变 形 梯度 耳 的 n 阶 物质 导数 
由 (3.2.4) 与 (3.2.5) 式 ,变形 梯度 DD 及 其 物质 导数 为 国 
D 一 py 一 pa ~— G1 


外 i 
p- 有 一 (22 ) ~ OPA GA my G4 
ar Dr iP Dr 


~ (wal) . (8G4) VT) -DL.D 
玻 一 贡 . 忽 (3.5.7) 
类 似 地 ,变形 祷 度 由 的 二 阶 物质 导数 为 


辣 3 庆 
b 4D _ (2D 一 pk Ga a Gd 
dr Br/e™ Be 


了 六 
一 【aa 人) - (Ba) 一 【ay) D 
3》 yt 


~Y, .Db (3.5.8) 


轩 这 里 改变 了 一 下 (3,2.5) 式 芭 的 推导 方法 ;以 便 推广 于 六 的 高 叭 物质 导数 。 


p98 = 


2 让 ba 
故 工 ， = D D 
py: ) ja 的 (oD) Dp ee [| Gy 
a a Bm ™ Pp 
| 
四 (Ps&’) ” 【二 4 人 
[| 了 ?9 站 和 - 
{pV}'D~—L,,:.D (3.5.9) 
入 六 a 
故 » 二 D™".D (3.5.9¥ 
约定 当 # 一 0 时 
Do DD 


因此 利用 (3.5.5) 式 可知 (3.5.9) 与 (3.5.9)' 式 适用 于 # 守 0。 
习题 3.16 利用 (3.5.9) 式 证 明 线 元 dp 的 二 阶 物质 导数 为 (以 
al...) /dr 到 下 想象 dp “固化 ”于 奕 形体 时 对 时 | 间 + 的 导数 ) 


ap 一 人 (dp) 一 让 . "dP = LT . 


三 、Green (市 Cauchy-Green) 变形 张 副 Ce 的 产检 物质 
号 数 


由 (3.4.3) 与 (3.4.5) 式 ，Green 变形 张 量 及 其 物质 导数 为 


了 


二 ] 
CD*. DD {3.5,10) 
说 


C ~ (D*. Dy = Db*. (L+tiy.D 
下 
一 2D*.d.DD (3.5.11) 
类 似 地 ,人 蕊 的 # 阶 物质 导数 为 《以 人 ) 表示 2 中 取 ;的 组 合 


* 189 «= 


数 ) 


起 dr 3 3 fH ] 
Cw D+.D)=™ ( ) be .Ete-n 
di t ) f 


i 


将 (3.5.9) 式 代入 ， 得 
8 be (Ls) sa 


易 证 右 端 的 括 驱 (多 所 后 面 的 (3.5.15) 式 ) 为 一 对 称 张 量 。 因 此 


Geo 为 对 称 张 量 。 当 一 1 时 ，(3.5.12) 式 即 变 成 (3.5.11) 式 ; 当 
= 一 0 时 ,其 变 成 (3.5.10) 式 。 


由 (3.4.3) 式 。C 的 分 解 式 为 


Cc Cu == Fant Ca {3.5.13) 
因此 C'” 的 分 解 式 为 
人 dp 
Cm" 一 六 GG? (3.5,14) 


四 、Rivlin-Ericsksen 张 量 


1. 定 义 
令 (3.5.12) 右 壤 的 括 颖 ( ) 为 


入， 一 > () Lx, " Ds (3.5.15) 

i=0 了 
A 称 为 # 阶 Rivlin-Ericksen 张 量 , 它 可 通过 1 空 # 阶 加 速度 
实 度 Ln(l 二 5 忆 来 表示 。 易 证 入 ew 为 对 称 张 量 名 。 利 用 约 


+ 。 


定 的 (3.5.5) 式 ,于 式 又 可 写作 
A,, 一 Ln) 于 让 xy 


十 3: (.) Ly) 工 。 (9 (3.53.15) 


4 一 1 
式 中 以 时 间 * 作为 构 形 -#2 中 张 量 的 自 变 量 ,以 表示 它们 是 随 # 
而 变化 的 。 特 例 : 当 * = 1 肝 ， 
A = 24 (3.5.16) 
故 一 阶 Rivlin-Ericksen 张 量 就 是 项 档 变 形 率 。 
于 是 (3.5.121 世 可 时 作 


站 yy 
Co oD:.A,.D (3.5.170) 
故 
' 一 了 | 
2 了 人 *y 
A — D*. Cm.D (3.5.176 


将 (3.5.1 人 代入 {3.5.175) 式 ，、 并 利用 (2.3.23) 的 第 一 式 ， 可 得 
和 
Ain, 的 分 解 式 
Ai 一 RAs 全 人 (C3,5.17c) 
di 
2. 递 推 公式 
7 为 他 yy 好 ¥ 
A 一 A, A,, “Lt LL*. A (3.5.18) 


约定 入 w 一 此 贴 此 式 可 适用 于 # 汪 0。 
证 由 (3.5.174) 式 ,将 7# 改 为 s+ 1, 得 
EL 


Cr0— D* 外 A D {3.5.19) 
同时 ,(3.5.174) 式 对 时 间 + 求 导数 ,得 


& 和 全 » , 
Caty 一 下 CC -= (Dr . A.,: D) 


伴 卫 让 * 


铬 (3.2.5) 与 (3.2.6) 式 代 人 ,得 


品 二 
Ctl i D* CL*. A 十 A 十 A 了 " .DD (3,5.26) 


比较 (3.5.19) 与 (3.5.20) 式 , 即 得 (3.5.18) 式 。(3.5.18) 式 也 可 以 由 
《3.5.17c) 式 对 * 求 导 , 并 利用 (3.1.139) 式 来 证 了 明 。 

习题 3.17 直接 由 (3.5.15) 式 对 时 间 * 求 导 以 证 朋 递 推 公式 
(C3.5.13), 

[提示 ] 由 (3.5.15) 式 对 时 间 上 求 导 ， 并 利用 〈3.5.6) 与 
(3.5.15) 式 ,得 
Ai,, — > ( )GL5 L.,_;», TF Ls, . 让 


1 三 只 


3 ) [CL#,, 一 L* . 5) * L。， 


+ Ls (Leys ~ Ln i)] 
+ 3 (i | “ L,_» 


+ >) (.) Ls, Lost 一 L». A 


如 


将 右 端 第 一 个 “和 项 ?中 的 指标 i 改 为 i 一 1， 并 利用 等 式 3 


CO ) 


[| 


为 十 入 入 
之 ， ) Lé, ~ Lent'n 


入 yy 


—E*. A —A,,-.L 

右 端 的 “和 项 "正好 是 人 oso (由 (3.5.15) 式 ,其 中 = 收 为 4 十 1)。 
3，Rivlin-Ericksen 张 量 ww 也 可 四 以 下 的 公式 来 定义 

入 [Cd = dp + Bs + dp (3.5.21) 


为 
和 ,一 


式 中 入, 为 对 称 张 量 , 2(..….) /i 发 示 将 dp 想象 成 “固化 ”于 变形 
休 时 ,《…) 对 时 间 : 的 导数 (参考 (3.2.11) 式 )。 

先 证 明 当 7 二 1 时 ,由 上 式 定 义 的 a, 就 是 两 们 变形 率 , 即 
证 明 (3.5.16) 式 。 利 用 长 度 率 ds(3.3.1) 式 推导 的 过 程 , 可 得 


A 1d dp dp~dp.dp +dp:dp 
o£ 


—(L. dp) .dpt dp. (L. dp) 
— dp: ( 工 * 十 L) .dp 
一 2dp.a. dp 
对 全 (43.5.217 陈 ,下 得 
AAA 一 2 和 即 (3.5.16] 


现在 由 (3.5.21) 式 出 发 来 还 切 递 挖 公式 {3.5.18)。 (3.5.21) 忒 对 
求 导 ,并 利用 (3.2.116) 式 , 得 


nt! 机 六 


[a] 一 ap (xr. A + A 


tt 


十 A,,, * LD) * dp 
式 中 右 端 的 括 弧 ( 。。 ) 为 对 称 张 最。 但 由 (3.5.21) 式 ,将 * 族 为 
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十 1， 可 得 


ntl 咎 
一 -一 [er 关 ] = dp Arrow dp 
dt! 


式 中 入 ws， 亦 为 对 称 张 量 。 比较 以 上 两 式 , 即 得 递 推 公式 
《3.5.187。 


既然 当 # 一 1 时 ,由 (3.5.21) 式 定义 的 入 ww 同 以 前 的 结 
(3.5.16) 式 一 至 ,而 且 递 推 公式 也 与 以 前 的 (3.5.18) 式 一 致 ,因此 由 


(3.5.21) 式 定义 的 入 (s 对 于 所有 的 # 都 与 以 前 (3.5.15) 式 所 定义 
的 一 致 。 
习题 3.18 将 (2.2.18) 式 , 即 
(dmdP-.C.aPp 


代入 (3.5.21) 式 ,以 证 明 Co， 与 和 A 的 关系 式 (3.5.174, 5) 


5 3.0 ”相对 变形 梯度 Doy(r) 与 Green 
相对 变形 张 量 CO)(T) 的 物质 导数 
一 、 相 对 变形 梯度 Do(r) 的 物质 导数 


以 Du,(r) 表示 相对 变形 梯度 (52.12), 即 自 构 形 (6 变换 
到 构 形 -rz) 的 变形 梯 麻 。 由 (2.12.7) 式 


了 ftz) 一 Dr .DC (3.6.1) 
令 :为 其 固定 的 时 刻 , 而 7 为 时间 变量 。 显然 ,; 当 T= 一 + 时 
P=1 (3.6.2) 


启 对 7 的 导数 , 即 物质 导数 为 


(3.6.1) 式 对 T 求 导 , 得 


= D4 = 


Dr) = Dr) DC (3.6.3a) 


故 
Dr) 一 Jr?y、 DO) (3.6.35) 
令 z 一 4 并 记 
Dl7) 1 一 De (3.6.4) 
由 (3.6.38), 并 和 用 (3.5.7) 式 ,得 
DD) ~ PDO: DO 一 LO (3.6.5) 


因此 ,上 时 刻 的 速度 梯度 LQ) 就 是 以 该 时 刻 的 构 形 wt) 为 参考 构 
形 ,相对 变形 梯度 Duy(r) 在 该 时 刻 的 物质 导数 。 记 就 荐 ,物体 从 
{ 了 时刻 的 构 形 离开 它 自 身 的 变形 梯度 的 物质 导数 。 

同 理 ,(3.6.1) 式 对 了 求 # 阶 导数 ,得 


Dy) 一 Dior) DOY) (3.6.6a) 
Dr — Deofr) DG) (3.6.625) 

在 后 一 式 中 , 令 7 一:、 并 利用 (3.5.9) 式 ,得 到 
DSO) = DO) DO) = Ll?) (3.6.7) 


因此 + 时 刻 的 *# 阶 加 违 度 梯 度 Lew(D 就 是 以 该 时 刻 的 构 形 -为 
参考 构 形 ,相对 变形 梯度 Dolr) 在 该 时 刻 的 = 阶 物质 导数 。 也 
就 是 ， 物 体 从 上 时 鹿 的 构 形 离开 它 自身 的 变形 梯度 的 = 阶 物质 导 
数 。 
将 Dotr) 的 极 分 解 式 人 .12.20) 对 了 求 导 , 得 
Dt{7) — R(tr): Ur) 十 RCr) * Ur) 
= Ve tr) “ R Cr 十 Vtr) “ Rr) (3.6.8) 

取 工 一 1 并 注音 (2.12.11) 与 42.12.22) ,得 到 

D2) 一 UO) 十 Rt = VC) 十 R00) (3.6.9) 
式 中 左 端 就 是 速 晤 袖 麻 yp 【 见 (3.6.5) 式 )o 因 Rw(7) 为 正 交 张 
县 ; 
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R.(r)' RE(r)— 1 
对 = 求 导 后 , 令 zr 一 +。 可 证 
Ri 十 RECY) = 0 
可 见 如 (区 为 反对 称 张 成 ,因此 (3.6.9) 式 就 是 也 we 的 加 法 分 


解 , 疏 | 
UA 一 WCG = de) 


Rt) 一 ww 
因此 时刻 的 恋 形 率 dk) 就 是 以 该 时 启 的 构 形 ~(#) 为 参考 构 
形 , 右 (或 左 ) 刷 长 张 量 Woylr) (或 Yoo(7)) 在 该 时 刻 和 的 物质 导数 ， 
也 就 是 物体 从 + 时刻 的 构 形 (9 离开 它 自身 航 右 (在) 伸 长 张 最 
的 物质 导数 ;而 * 时 刻 的 旋 Ww(#) 则 为 转动 张 量 了 az) 在 时 
刻 的 物质 导数 。 


(3.6.10) 


二 、CGreen 租 对 变形 张 便 Ci(r5) 的 物质 导演 


由 (2.12.12) 的 第 三 式 ,以 构 形 0) 到 (7) 的 Green 相对 变形 
张 量 为 
Ct) = Dr)* . Dr) (C3.6.11) 
伪 (3.5.11) 式 的 推导 ,将 上 式 对 时 间 荆 求 导 , 父 
Clr) 一 Dlr)* ”有 Cr + Dtr)*- Dr) 
令 工 一 :， 并 注意 (3.6.2),(3.6.5) 和 (3.5.16) 式 ,得 到 
CD 一 Ds 二 Delt) 
— nD* TL) = 2d0 = A {3.6.12) 
所 以 + 时 刻 的 一 阶 Rivlin-Ericksen 张 量 上 ,so 就 是 以 该 时 刻 的 
构 形 (x) 为 参考 构 形 ，Green 相对 变形 张 基 Conftzr) 在 该 时 刻 
的 物质 导数 。 
同 理 ,(3.6.11) 式 对 7 求 # 阶 导数 ,得 


Ca) 一 y， 的 Le Dg PCr) (3.6.13) 


到 和 二 闻 和 二 


令 一 利用 (3.6.7) 式 ,得 
CO = 3 ( ) Di DG 


本 > (, ) Le) ~ Le) 


将 上 式 吉 器 与 (3.5.15) 式 比较 ,可 知 
CO = 由 (3.6.14) 


(3.6.14) 式 5 以 当 作 是 Rivlin-Ericksen 张 量 和 Cn 的 又 一 个 定 


:的 在 阶 Rivlin-Ercksen 张 基 A (站 就 是 以 该 时 刻 [的 | 
构 洪 wD) 为 参 沽 构 形 的 Green 相 江 变形 张 量 Coytr) 在 该 时 刻 
的 = 阶 入 有 不 宇 汝 。 
车 措 + 时 鹿 的 质点 坐标 当 作 Lagrange 坐标 使 用 ,并 以 鲁 tD， 
和 表示 其 基 矢 且 , 基 入 cw) 亦 可 表示 如 (3.5.14) 式 (其 中 G4， 
3 为 各 4 站 红 门 ，! 下 为 z]， 即 


全 wk) 一 人 CB) (3.6.15) 


EA) sn an 
ERG, : 
攻 就 是 以前 的 C3.5.176) 蕊 。 比 及 [C3013) 碟 入 wy 攻 ) 与 (3.5.14) 忒 
Ca), 可 网 它 人 入 5 有 有 四 问 的 由 衬 分 名 diattj1eat， 但 基 矢 量 不 
间 。(3.5.17a, 28) 式 右 汕 的 让 第 的 作用 正在 于 变 执 其 矢 晤 。 
江 导 右 相 洒 仇 认 张 训 放 让 w(f) 之 方 根 , 即 


Utr) — C7) (3.65.16}) 
局 其 对 + 的 # 脸 导数 为 
U(r 一 和 U(r) (3,6,.17) 


+ 7 ss 


好 类 似 于 (3.6.14) 这 , 令 上 一 上 可 定义 一 组 张 量 UGD， 它 们 称 
为 伸 长 张 蜂 。 


$37 输 运 定理 


设 外 为 两 点 张 量 声 ( 兄 《3.1.10 ,3.1.29) 与 (3,1.32) 式 ): 
my ee (和 
一 Pp(P, 1:) (物质 擅 述 法 》 


一 gp(p, 1!) 《空间 描述 法 ) (3.7.1) 
式 中 
p= PlP,), x = rNRA, 站 (物质 描述 法 ) (3.7.2) 
P 一 PP, 小 ，X4 一 xz(z， 1) 《空间 描述 法 ) (3.7.3) 
的 物质 导数 dP/ dz 已 见 (3.1.30) 式 (物质 描述 法 ) 与 (3.1.33) 式 
(空间 描述 法 )。 
以 后 假定 在 采用 物质 接 述 巷 时 ,(3.7.1) 式 的 分 最 yp 人 表示 成 
X*, :的 函数 而 不 显 售 x , 妈 
Pp = EM, XS ,= pr, 1) (03.7.4) 
而 在 采用 空间 描述 法 时 ,(3.7.1) 式 的 分 量 pI 表示 成 ”与 + 的 
函数 而 不 亚 含 Xw , 即 
四 人 一 9 和 (Xe 二 900xrs 有 (3.7.5] 
由 (3.130) 式 ,在 采用 物质 描述 法 时 ,有 


-| PE pT otro ge (3.7.6) 


而 由 (3.1.33) 式 ,在 采用 空间 描述 法 时 , 则 有 


二 19a wv 


rr 
ry 


?= ))G Ggg! (3.7.70) 
式 中 

gph = (了 的)。 十 vp (3.7.78) 
实际 上 ,对 (3.7.6) 式 右 端 的 hq 人 6/ dz ， 利 用 复合 沙 数 求 导 公式 
A Ct 


即 可 得 (3.7.7) 式 。 
《3.7.7) 式 的 抽象 形式 为 (3.1.39]) 式 团 , 即 


ey ‘oy 如 了 
Pp 


~ (2 ) + (9 口 ) . v (3.7.8) 


当 p 为 构 形 02) 中 的 一 点 张 且 (或 2 经 过 平移 以 后 ) 时 。 则 有 
{ 了 (3.1.277) 式 


y- 
了 4 Ye (| » 了 2 
= 一 = 一 十 
人 dr Hr dp TVY9 
a pry 
— (0) + (pV) (3.7.9) 
nh 


加 注意 (3.7.78) 式 有 疝 两 项 之 和 为 (3.7,8) 式 右 痰 两 项 之 和 的 分 莉 ; 但 (3.7.7) 
式 右 端 每 一 项 并 不 分 别 是 (3.7.3) 式 右 强 每 一 项 的 分 基 ( 见 前 § 3.? 中 的 习题 
5.57) 换 言 之 《3.7.72) 式 右 庙 的 两 项 并 不 分 别 与 (3.? ,8》 式 和 端的 两 项 相对 
应 。 但 当 钊 为 构 形 “(1) 中 的 一 点 张 量 时 《3.7。7 5》 式 有 北 两 项 分 别 与 
03.7.95) 式 右 问 两 项 相对 应 。 
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一 、 输 运 定 理 


现在 水 研究 旬 的 体积 分 ,并 设 积分 若是 “物质 的 ”, 划 丰 不同 
的 时 刻 积 分 域 是 由 相同 的 物质 质点 组 成 的 。 设 在 构 形 统 ( 吉 ) 中 占 
有 域 《物体 的 蘑 一 部 分 ) 芍 质点 ,在 构 形 (六 中 占有 域 。( 图 
3.3)。%Y 与 ~ 是 由 相同 的 物质 组 成 的 , 帮 在 不 同 的 时 刻 = 的 大 小 
与 形状 是 随 若 时 间 * 而 变化 的 , 记 作 (2. 


构 形 甸 () 
一 THY 
——> 
CC 
图 3.3 
“我们 把 多 在 C7) 上 的 休 积 分 记 作 
1 


这 里 ， 积分 域 是 构 形 < 中 的 下， 但 我 们 在 积分 号 下 写 的 县 
YY ， 目 的 是 为 了 强调 税 分 域 是 牧 质 的 ,对 应 于 存 梅 形 绝 (1) 中 的 
同一 个 域 。 这 一 点 在 对 + 求 导 膨 应 特别 予以 和 注意。 当然 ;如果 
不 对 + 求 导 ,那么 积分 号 下 的 区 也 可 改写 成 *， 并 无 区 别 。 
现在 来 求 二 述 作 积 分 对 时 间 上 的 导数 。 我 们 可 以 利用 (2.4.5) 
的 第 一 式 dv 一 A aV ,把 积分 域 安 和 次 到 梅 形 鹏 Co) 中 的 % ， 却 


trYy fs 
| dz 一 | 9 Gd 
对 


然后 ， 注 意 到 在 构 形 鹏 (中 的 体 元 dV 是 不 随时 间 + 而 变化 
的 ,并 利用 (3.2.16) 式 ,得 到 
生生 


过 Lh 2 | t=} | 4 号 
一 dy dF wa = dr 
ds | PAW dt jv ?> 条 dt (oF) 。 


de 
一 | (PF + pF 
oy 
一 | {pt divv) dV 
Fr 


再 把 式 石器 的 体积 分 变换 加 天 构 形 wtr) 中 来 ,得 到 多 


ey 


Cry 4 < 
i | 和 dy = | (FP 十 pdivy) do {3.7.16) 
ds 1 - 


上 式 就 称 为 输 运 定理 ,其 中 9 可 以 用 物质 播 述 法 的 (3.7.6) 式 ,也 
可 以 用 空间 描述 法 的 (3.7.7) 式 。 

假定 将 经 过 平移 后 变 成 在 构 形 (1) 中 的 一 点 张 证 PP， 并 
采用 空间 描述 法 的 (3.7.9) 式 , 则 (3.7.10) 式 可 化 作 : 


2 > 和 
3 | Pd 一 | 《十 Pp diveydy 
zt ~ 
badd yp 
mt dr Pp 


了 站 
+ (FF)P | dv 


-人 |) +v. 8] a 


再 利用 积分 变换 公式 LGauss 公式 ), 得 到 


.7.107) 式 证 其 过程 的 更 简单 的 写法 {利用 体 元 的 物质 时 数 [3.72.13) 第 三 式 ): 


| ep 全 3 We 3 
-| 《gw 二 dr 上 CP ir 


站 学 闪 生 


yy 
| -| (Se) ， 9)| 
dz | Pv 和 Dr ,ttY (vo)| 2 
1 ， ?个 
一 | (32) dy +| da TP (3.7.11) 
| 也 ea 


各 Dr 
式 中 右 端 竹 二 项 表示 沿 构 形 -Co) 中 域 “的 表面 = 积分 。(3.7.11) 
式 是 输 运 定理 的 另 一 种 数学 形式 。 
我 们 以 后 经 党 用 到 (3.7.11) 式 的 另 一 种 形式 ,将 式 中 的 凶 改 为 
py， 此 处 p 为 质量 密度 【 构 形 2) 中 每 单位 体积 的 质量 )。 册 
(3.7.11) 式 成 为 


了 = 
了 六 了 了 
二 | Po | {ee + vy orp)} ze 


dt J¥ 
-| (ac ) dy + da ， pv 《3.7.11 了 
在 输 运 定理 的 (3.7.10),(3.7.11) ,或 (3.7,11) 等 形式 中 ， gp 可 
以 是 标量 ,矢量 或 张 量 。 


对 (3.7.11) 式 最 右 端的 体积 分 项 与 面积 分 项 可 以 有 很 明显 的 
几何 解释 {实际 上 ,这 个 几何 解释 也 可 作为 (3.7.11) 式 的 证 明 })。 图 
3.4 示 在 构 形 x) 与 s(t 十 A1) 中 同一 物质 所 占有 的 域 =(#) 与 
=<( 十 A 起。 (3.7.11) 武 右 端 的 第 一 项 , 即 体积 分 项 ,表示 “局 部 导 
数 ”， 即 假若 不 考 汇 积分 域 随 财 间 # 的 变化 之 结果 。 而 右 端 的 第 
二 项 。 即 面积 分 项 ， 则 表示 由 于 积分 域 的 变化 所 带 来 的 影响 。 在 
Ar 的 时 间 问 隔 内 ,由 于 表面 元 da 的 变化 ,增加 的 体 元 为 4a-vA 
(如 为 正 值 ,表示 增加 :如 为 负 值 , 则 表示 减少 )。 因此 每 单位 时 间 


增加 的 体 元 为 la. v， 称 为 通过 da 的 体积 通 量 ,每 单位 时 间 增 加 
的 积分 元 为 da .9 则 称 为 通过 da 的 9 通 量 。(3.7.11) 式 右 端 
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的 面积 项 就 是 通过 表面 < 的 9 通 量 。 
对 于 两 点 张 量 场 ?, 则 (3.7.11) 式 应 改作 


£0 [9), 和 eo 


~ Pit 二 二 
~ 


减少 的 体 元 ef) 


图 3.4 


在 (3.7.10) 中 令 P 为 质量 密度 p{ 标 量 ) ,也 就 是 在 (3.7.11) 中 


令 9 为 1, 则 由 于 质量 守恒 ,可 得 


- | pdy = | (p+ pdivvjav = 0 (3.7.13) 
dr J 了 


因为 积分 成 = 为 任意 , 玻 
请 十 Pdvy 一 位 (3.7.14) 
由 于 
, -do 一 (ee yy. 
A a (人 ) + CeV) TY 
(3.7.14) 式 可 写作 
2p + (py) : v 0 【3.7.14 了 了 
如 、 ， 
式 中 Bpj B14 为 (8p1/i)。 的 省 写 。(3.7.14) 式 也 可 以 由 (3.7.11) 式 
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的 体积 分 ( 令 9 为 p) 或 由 (3.7.11)' 式 的 体积 分 ( 令 旬 为 1) 得 
到 。(3.7.14) 式 或 (3.7.14》' 式 就 是 质量 守恒 定 璋 的 数学 形式 ,又 称 
为 连续 性 方程。 

质量 守重 律 的 本 来 形式 是 


人 mi 一 | oar 
到 i 


由 玉 宫 分 盛 为 任意 , 玻 必 有 

pda 一 pdP 即 pp 一 向 (37.15) 
《3.7.15) 式 称 为 Largrange 型 的 连续 性 方程 。 可 以 证 照相 (3.7.15) 
式 的 物质 导数 可 得 (3.7.14) 式 。 册 (3.7.15) 式 ,对 * 取 导数 ,得 到 


三 (ep 天) 一 6 到 十 pp 天 一 0 


玻 
i 十 pF 一 0 
好 
5 十 pdrw 一 站 HOI(3.7,14) 式 
由 (3.7.10) 与 (3.7.14) 式 还 可 导出 Reynolds 输 运 定理 , 切 
d «ry 本 
本 | ppdv | goav (3.7.16) 


证 由 (3.7.10) 式 ,将 9 改 成 pp, 得 到 (3.7.16) 式 的 
d [二 | «= ， ey ， 
开端 一 -一 |, Podr 一 | | Ce) 十 gp divvj| 


心 》 ry 
一 | | + pis+p dive) |as 


再 利用 (3.7.14) 式 , 即 得 (3.7.16) 式 之 右 丹 。[ 证 毕 ] 
(3.7.16) 式 表明 在 对 * 求 导 时 ，pdy 表示 项 量 元 , 它 不 随时 间 


二 王 上 十 严 


; 而 变化 ,因此 只 需要 对 积分 号 后 面 的 外 求 导 。 
习题 3.19 “证明 物质 线 积分 的 导数 公式 : 


三 中 yy 
2 | f-zp 一 | (E+f.L.dp 
dr de 3 


式 中 ff 为 尾音 矢量 或 张 量 场 ,在 构 形 统 (0) 中 的 线 C 与 构 形 -#2) 
中 的 线 <“(9 是 由 相同 物质 组 成 的 。 

[提示 1 利用 线 元 变换 公式 (2.3.11) 与 变形 梯度 的 导数 公式 
(3.2.5); 或 者 直接 利用 线 元 的 物质 导数 (3.2.11a) 式 。 

习题 3.20 直 控 由 密度 的 关系 式 

p 一 po1 

对 * 求 导 , 以 证 明 (3.7.14) 式 。 此 处 ,89 一 这:(D) 为 变形 梯度 DD 
的 第 三 主 不 变量 。 | 

习题 3.21 证 明 物 质 面积 分 的 导数 公式 : 

| fF: da 一 | (f+ FE- Lt). da 

式 中 了 为 任意 矢 最 或 张 量 场 ,在 构 形 名 (10) 中 的 面 .er 与 构 形 
wt) 中 的 面 (4) 是 由 相亲 物质 组 成 的 。 


二 、 非 物质 的 体积 分 对 时 间 上 的 导数 


上 面 所 述 的 “ 输 运 定理 ”研究 的 是 “物质 的 ”体积 分 的 变化 ， 积 
分 域 (图 3.3) 最 然 大 小 与 形状 随时 间 # 而 变化 ,但 却 是 由 相同 
的 物质 构成 的 。 以 后 我 们 有 时 需要 研究 非 物质 的 体积 分 


| | dz 
这 里 积分 域 ~( 归 址 随时 间 * 而 变化 的 ,但 它 仅仅 被 看 作 是 一 个 给 
定 的 下 断 变化 着 的 几何 图 形 ( 域 ), 并 不 是 由 相同 的 物质 核 成 的 -以 
“tj 表示 积分 域 x() 的 表面 ,因此 <ko 也 不 是 物质 的 ”, 也 只 是 
一 个 几何 图 形 ( 曲 于 )。“ 非 物质 的 ”体积 分 对 了 时间 上 的 导数 。 不 以 


和 3 。 


”att+rat) 


ity 


图 3.5 


2 dz i916: 表示 ,以 区 别 于 上 文中 “物质 的 "体积 分 的 导数 。 

利用 图 3.4 对 会 式 43.711) 最 右 端 两 项 所 作 的 几何 解释 , 但 是 
把 该 式 右 端面 积分 项 中 的 质点 速度 改 为 在 表面 ztx) 上 各 几何 
点 的 速度 ”u， 得 到 " 非 物 质 的 "体积 分 求 导 公式 : 


Br | 9 dy 一 人 (经 ) sn 十 | 全 .up (3.7.17) 
但 是 既然 表面 2D 只 是 一 个 几何 图 形 ( 非 物质 的 ), 它 上 面 的 几 柯 
点 ( 非 质点 ) 与 <(t 十 A1) 上 的 几何 点 ( 非 质 点 ) 并 无 一 一 对 应 关 
系 , 因 此 “速度 ”u 人 能 唯一 确定 ,但 由 图 3.5, 器 沿 琢 面 tt) 的 外 
法 线 方 启 的 投影 #。 却 是 确定 和 的。 实际 上 ,03.7.17) 式 中 的 面积 分 
项 的 计算 也 只 需要 sna， 因为 
A danw, da == [an | 

这 里 要 特别 注意 ww 只 是 几何 图 形 上 各 点 问 外 移动 的 速度 ， 若 匆 
与 质点 速 庶 沿 法 向 n 的 分 量 me 混 清 。 为 了 要 确定 央 ， 只 需要 
妇 道 表 闸 tn) 的 运动 方程 : 

ylp, :=0 (3.7.183) 
式 中 由 为 表面 (上 的 点 的 和 天生 。(3.7.18) 式 是 一 个 随时 间 # 而 
变化 的 曲面 方程 。(3.7.18) 式 对 时 间 # 取 导 数 , 并 记 户 一 如， 得 到 


+ 对 各 机井 


3 
SE+(wY) .0 (3.7.19) 


以 n 表示 沿 表 面 C2) 外 法 线 方向 的 单位 矢量 ,a 必 平 行 于 和， 
故 
n+ EY 
9 
更 窜 | 

式 中 当 n 与 WY 指向 相同 时 , 右 端 取 “十 "号 ,否则 取 “ 一 ”号 。 于 
是 ,(3.7.19) 式 给 出 

一 nm. 一 二 SE /wy (3.7.20) 


假定 物质 的 "与 非 物 硕 的 ”体积 分 域 在 其 + 时刻 是 相同 的 ， 
即 ~(z} ,那么 殷 这 一 对 刻 物 质 的 体积 分 导数 (3.7.11) 式 与 非 物 质 
的 体积 分 导数 (3.7.17) 式 相 减 ,得 到 它们 的 差 值 : 


d 和 如 | 3 
-一 de 一 - 一 一 过 
好 | Pov Dr tt 人 
] 了 Eb 
一 | 如 有 《TY 一 -三 ) 间 一 | 全 好 {3.7.21) 
Fy ED 
式 中 


sO: (TT 一 程 ) = tr -一 和 in 


表示 表面 <(e) 上 各 物质 质点 沿 外 法 线 方向 n 相对 于 几何 图 并 
a(#) 的 速度 。 将 (3.7.21) 式 中 的 刍 改 为 gp， 则 得 到 


、 a | 器 | yw) 
-一 一 -一 三 
,| 这 PPde Di J nil POA 
; yo 
一 | da (YO— UU) pp 
lt) 


3 
-| dazs po {3.7.22) 
eet} 


第 四 章 一般 原 理 一 一 平衡 原理 


在 第 二 与 第 三 章 中 我 们 只 是 以纯 几何 学 的 角度 研究 连续 介质 
的 变形 与 运动 。 这 一 章 将 开始 涉及 到 物理 学 方面 。 即 研究 连续 介 
质 的 物理 平衡 原理 外 ,其 中 包括 应 力 的 理论 。 


$4.1 一 般 平衡 方程 


一 、 平 衡 方程 的 一 般 积 分 形式 


所 谓 平 衡 方 程 , 包 括 动量 动量 和 矩 、 动 能 ,总 能 的 平衡 方程 。 下 
面 将 会 看 到 ,它们 部 具有 共同 的 形式 。 因此 我 们 先 研 究 一般 的 平 
入 方程 ,建立 积分 形式 的 平衡 方程 ,并 用 之 导出 场 方程 一 一 微分 形 
式 的 平衡 方程 ,与 间断 方程 。 


以 9 表示 其 物 理 量 的 质量 密度 , 即 物 体 每 单位 质量 所 含有 的 
该 物理 量 。 这 个 物理 量 的 含义 可 因 所 研究 的 对 象 而 异 , 例 如 ,对 于 


质量 ,多 为 1; 对 于 动量 。9 为 质点 速度 w; 对 于 动量 矩 ， 儿 为 
速度 算 p X v; 对 于 动能 ; 9 为 下 /2; 而 对 于 总 能 。 旬 为 /2 十 


< 《se 为 每 单位 质量 的 内 能 , 即 内 能 的 质量 密度 )。% 在 某 由 相同 
物质 构成 的 域 -(D 上 的 依 积 分 为 


多 一 | Podr (4.1.1) 
平衡 方程 的 一 般 积 分 形式 为 


全 这 里 所 谓 平 街 , 非 指 表 力学 中 的 * 乎 宿 ”> 而 指 某 一 物理 旺 的 收 支 平衡 之 总。 


$s OB » 


十 | jo spdy | C4.1.2) 


式 中 时 为 与 史 同 阶 的 张 量 ,而 纪 为 比 钨 离 一 阶 的 张 量 。(4.1.2) 
式 右 端 第 一 项 表示 通过 表 而 <() 流 人 体内 的 通 量 或 流 q 所 造成 
的 名 的 变化 率 ,而 右 端 第 一 项 页 表示 体内 每 单位 质量 所 合 的 源 s 所 
造成 的 了 的 变化 来。 下 文中 将 会 夏 到 ,与 的 其 体 信义 将 因 
所 研究 的 对 象 9 而 异 。 ~ 


二 、 一般 微分 形式 的 平衡 方程 


南 一 般 积分 形式 的 平衡 方程 (4.1.2)， 可 导 册 一般 微 分 形式 的 
平复 方程 。 对 (4.1.2) 式 左 端 应 用 Reynolds 输 运 定理 (3.7.16) 式 ， 
对 右 油 的 面积 分 项 应 用 让 分 变换 定性 ( 做 度 定理 ,好 Gauss 公式 )， 
得 到 


和 3》 3 1 
| ou 一 一 |_a- WV de + spd 
式 中 积分 域 = 一 所 下 为 任 巷 。 因 此 必 有 


六 3 yy | 
rp 二 qv—es —= 0 (4.1.37 


(4.1.3) 式 即 为 一 般 微 分 形式 的 平衡 方程 ,又 称 一 般 场 方程 。 在 议 
上 的 推导 中 ,已 经 假定 9 为 连续 ，q 为 连续 可 微 (对 # ,Pp 与 
为 连续 。 


车 对 《4.1.2) 式 左 闹 迪 用 (3.7.11) 式 ， 则 经 过 类 似 于 以 上 
【4.1.3) 式 和 的 推导 过 程 ,可 得 


和 呈 


A 和 Pe Hn + hey 
Ls) + ypvy)—— 9 V+ ap 


Ye _ 
ee) + [og +ql-y—ps—0 (4.1.4) 
(4.1.4) 式 也 可 由 (4.1.3) 式 利用 连续 福 方程 (3.7.14) 而 导出 。 利用 
连续 性 方程 (3.7.14) 可 以 证 明 (4.1.4) 式 与 (4.1.3) 式 等 价 , 因 为 它们 
左 端 除了 公共 部 分 q- 久 一 ps 以外， 


bs 
aeg) + (pp vr) 
dr 
本 
ye ry 
~ -ep + [Cpp)V}- wtp (v Vy 


je ' dy 
— (pp) 十 PT Vp 
Yay 了 人 ! 


< (pp) 一 8 一 pg 


三 、 一 般 间断 方程 


在 连续 介质 力学 中 往往 出 更 吕 有 间断 面 的 情况 ， 从 间 断面 的 一 
但 [ 以 "一 ”表示 ) 到 另 一 人 出 (以 十" 表示) 其 些 物 理 其 出现 间断 。 以 
后 我 们 用 记号 "[[ ]] 来 表示 某 物 还 量 ( 例 如 四， 中 可 以 是 标 重 、 
矢量 或 张 量 ) 抽 间断 值 , 即 

[[gj]= op Oop 
间 是 面 的 位 置 一 般 是 变动 的 《例如 气体 力学 中 的 激 疲 是 行 老 的 )， 
但 是 要 注意 间断 面 一 般 不 是 “物质 的 ”， 即 不 同时 肇 的 间断 面 并 非 
由 相册 的 物质 质点 所 构成 。 因 此 间 业 面 只 能 看 作 是 一 个 在 变动 的 
几何 图 形 ( 曲 面 ), 这 个 几何 图 形 ( 即 间断 面 } 上 的 几何 志 的 “速度 ” 
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u 不 能 唯一 确定 ,但 是 埋 沿 间断 面 的 法 线 方 向 (可 规定 某 一 贸 人 
为 “外 法 线 ” 方 向 ) n 的 投影 加 却 是 确定 的 , 见 (3.7.20) 式 。 注 总 
区 别 w，uwn 与 间断 而 外 物质 质点 的 速度 Y，ws。 如 果 疝 断面 为 
速度 间断 面 , 则 两 侧 的 x*，s#t 与 Ww，wvr 互 不 相同 。 

由 积分 形式 的 平衡 方程 (4.1.2)。 可 以 导出 通过 间 新 面 的 间 蝴 
晶 黄 必须 福 正 的 方程: 


[To 名]] 上 [ITILqg-nl 一 so 一 0 (4.1.5) 
式 中 和 为 间断 面 上 每 单位 面积 的 源 ， 
Ds = 所 Mn (4.1.6) 


为 物质 质点 沿 间 新 面 法 线 n 方向 相对 于 间 斯 面 ( 几 仔 图 形 ) 的 这 
度 ,两 侧 的 值 各 为 


Pn vi Hr 7 = ya My (4.1.7) 


议定 n 的 方向 为 自 " 一 ”到 “二 ”的 方向 。 


又 4,1 构 形 * (CD) 中 的 间断 面 
(4.1.5) 式 称 为 一 般 旧 断 方 程 .为 了 锥 导 此 式 ,可 以 考虑 在 间断 
面 两 侧 各 厚 # 的 薄 屋 (图 .1), 把 这 个 薄 层 看 作 是 一 个 随 间 断面 而 
运动 的 几何 图 形 ( 域 =(2))。 将 (4.1.2) 式 代 人 (3.7.22) 式 , 得 到 在 
-ty 上 的 " 非 物 质 的 "体积 分 的 导数 : 


式 中 wR) 为 域 <(a 的 表面 。 在 (4.1.8) 式 中 令 薄 慑 厚度 4-> 0， 
得 
1 和 :人 ye 
0 一 一 《所 ， mn 于 《9 - nm) 十 二 Li 一 【人 PP 
+ (ppd,)- 
于 是 
[Ippt,]] + la: nl]— ws,— 即 (4.1.5) 式 
特例 ,对 于 质量 ,平衡 方程 (4.1.2) 中 9p 一 1, q 一 6, = 一 0， 
场 方程 (4.1.3) 恒 满足 ,而 间断 方程 (4.4.5] 成 为 
[[ez]] 一 sd 一 用 (4.1.9) 
式 中 wa 为 间断 面 上 每 单位 面积 的 质量 沽 。 如 果 sow 二 0， 则 
[p51] 一 p+ 欠 一 p- 和 一 0， 僻 断 面 丙 人 出 的 密度 。 与 质点 相对 
于 间断 面 的 法 向 速度 多 的 萄 积 应 相等 。 
中、 平生 方程 在 构 形 缠 (t) 中 的 表示 


也 可 以 把 平衡 方程 的 一 般 积 分 形式 (4.1.2) 变 换 为 变形 前 的 构 
形 深 (1) 中 的 体积 分 与 面积 分 。 利用 面 元 变换 公式 (2,4,13) 与 
(3.7.15) 式 pdyz 一 podF， (4.1.2) 式 可 写作 


1 3 
多 一 过 | 9mdy 


. 本 - 
3 ~ Yo 
一 一 | 如 : D+*.- dA+| 8 podr (4.1.10) 
oy 和 


式 中 go 为 在 以 (ww) 构 形 让 的 固定 域 ，_xy” 为 其 表面 。(4.1.10) 
式 就 是 以 在 构 形 弦 (4) 中 的 积分 虐 未 的 平衡 方程 。 利用 散 度 定 
理 , 把 右 端的 面积 分 项 变换 为 体积 分 ,得 到 


+ | 
YY Ye t ye 
| vody 一 一 | (Fg DD*)- Oar + | a pF 
Pr 3 


”1 


中 


故 
mg 十 (天 ab ,日 一 ne 一 0 (4.1.11Y) 

(4.1.11) 式 就 是 在 构 形 穷 (m) 中 表示 的 , 即 Lagrange 型 的 微分 
形式 平衡 方程 。 它 仍 是 构 形 -Cf) 中 的 张 量 方程 ， 但 是 自 变量 为 
了 或 天 4 

现在 推导 一 般 间 断 方程 。 恨 定 图 4,1 所 示 的 薄 层 <Go 对 应 于 
在 构 形 穹 (m) 中 的 域 YAD。 其 表面 为 .er(9， 如 图 4.2 所 示 。 
因为 闻 既 本 不 是 由 胡同 的 物质 组 成 的 ， 而 只 是 一 个 变动 着 的 几何 
图 形 、 在 构 形 家 Ca) 中 的 域 oz 是 随时 间 * 而 变动 的 。 将 
(3.7.22) 式 变换 到 弦 (i0) 构 形 中 来 利用 面 元 变换 公式 (2.4.13) 与 
在 统 (1) 构 形 中 平衡 方程 的 一 般 积分 形式 (4.1.10) 式 ,得 到 


9 | 和 3》 4 人 3 
-2 dr 二 d 
Dz Pe " dt dy PP 


3 3 
一 { Plv— u): da 
aa 一 | ， a. fFD* 。 Na +| ， endv 
yo i ‘ 
一 | ov 一 中. FD*.Nad 
式 中 真 为 在 腕 Co 中间 断面 的 法 向 矢量 。 令 薄 层 厚度 #4 一 0， 
得 到 
[Pp FY NI + [LF Dr . NI] 
一 rev (4.1.12) 
式 中 ow 为 间断 面 本 身 的 面积 比 ， 


V(r—u) .区 -_- b. Cv CO) 
VY 是 把 在 构 形 -tt) 中 的 想 对 速度 《FY 一 0) 按照 逆 变 形 梯度 ( 即 


“1a + 


与 介质 林 身 用 同 的 变换 ) 变 换 到 构 形 统 (w) 中 去 的 结果 , 可 称 为 
拟 相 对 速度 。 (4.1.12) 起 就 是 在 构 形 鹃 (nm) 中 表示 的 一 般 间断 
方程 ， 它 亦 可 直接 由 【415) 乘 以 wen， 然后 利用 面 元 变换 公式 
(C2.4.13) 与 (3.4.29) 式 而 得 人 到。 


图 4.2 的 形 绝 (t 中 的 问 斯 面 


$ 42 外 力 与 内 力 、 体 力 与 接触 力 、Euier 
运动 律 、Cauchy 应 力 原理 ,应 力 基 本 定理 


外 界 作 用 于 物体 的 力 称 为 和 外力, 其 中 可 包括 力 与 力 偶 。 外 力 
又 可 区 分 为 体力 ( 偶 ) 与 硬 力 ( 偶 ), 曾 者 分 布 于 体积 或 质量 上 ,后 者 
分 布 于 面积 上 。 作 用 于 物体 > 的 任何 一 部 分 x 上 的 体力 可 表示 
六 

f; = | fpdyr 


武 中 ff 二 fp, 5 为 作用 于 每 单位 质量 的 外 力 ,， 而 体力 偶 则 可 表 
未 为 
| ， 1] pdv 
式 中 工 一 长 p, 虽 为 作用 于 每 单 世 质量 的 外 态 偶 。 
物体 的 各 部 分 之 闻 作 几 的 力 称 为 内 为。 假设 相互 作 用 的 体力 
可 以 略 去 ,内需 涛 虑 相互 作用 的 接触 力 旨 面 力 ,或 搜 力 。 
Cauchy 应 力 原 理 : 假定 作用 在 某 扣 处 外 法 线 方 向 为 mn { 单 
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位 舌 试 ) 的 而 上 每 单位 十 积 的 万 所 与 力 倡 ms。 只 依赖 于 点 的 位 
置 (或 矢 径 p) 与 载 而 的 法 向 n， 即 
和 一 k(tp, n), m, 一 hlp, nm) (4.2.1) 

以 后 称 所 为 搜 广 或 应力 和 关 量 ，mas 为 搜 力 偶 或 偶 应 力 和 拓 量 。 因 
此 ;如 果 通 过 同一 点 有 了 两 个 相 切 的 面 , 那么 在 该 点 处 两 面 的 n 相 
同 , 则 te，m 也 必 各 相同 。 

Euler 运动 律 ; 其 书包 括 肥 以 下 两 部 分 。 

Euler 第 一 运动 律 : 作用 于 物体 全 一 部 分 * 的 总 力 等 于 物 
体 该 部 分 动量 的 变化 率 ,是 


-2 |, vpdv 一 |, f pdv 十 |, ta da (4.2.2) 

式 中 “ 表示 * 的 表面 和 为 共 外 法 线 方 同 的 单位 矢量 。 利用 

Reynolds 输 运 定理 (3.7.16) 式 ， 上 式 关 更 可 改写 为 、 
| ， apdr 


了 一 焉 与 和 一 站 各 为 质点 的 速度 与 加 速度 。 ， 
Euler 第 二 运动 律 -. 作用 于 物体 任 一 部 分 * 的 总 力矩 等 于 
物体 该 部 分 动 旦 失 的 变化 率 , 即 


有 | Pp X vod = | ,lea 十 | p XxX fpdv 
十 | mado | ,PX tdo (C4.2,3}) 
利用 Reynolds 输 运 定 埋 (3.7.16) 忒 ,上 戒 之 左 端 可 改写 为 
| Pp XX apdr 
应 力 基 本 定理 : ” 搜 力 名 与 搜 力 但 mm ( 志 (4.2.1) 式 ) 汶 了 n 
内 线性 殉 拥 , 它 可 写成 以 下 的 形式 : 
所 一 kCp, nm) ~ Kp)-n C4.2.4) 


二 


mu 一 h(p。 mn) 一 mm(p) .aa (4.2.5) 
、 址 中 称 为 Cauchy 应 为 张 量 ，m 称 为 Cauchy 侦 应 为 张 量 , 它 
们 都 是 构 形 -Cs) 中 的 二 阶 张 量 。 

证 “从 所 研究 的 点 p 处 取出 一 个 四 面体 ~、 如 图 4.3 所 未 。 
设 四 画 体 的 四 个 面 的 面积 沟 人 /Ains A 与 二 ， bE Ta » My, 
ne 与 n 表示 四 个 面 的 外 法 线 方向 单位 矢量 。 以 <” 表示 四 面体 
的 表面 ,由 封闭 面 的 条 件 ， 

{ de 一 (4.2.6) 

故 有 


n= 一 CAnwno 十 om + 不 Do {4.2.7) 


中 时 


加 4,3 


我 们 将 证 四 面体 逐渐 趋 近 于 所 研究 的 Pp 点 ,因此 4 与 4.n 一 0 
好 一 1 2 3jo 由 Cauchy 庙 力 原理 (4.2.1) 式 的 第 一 式 ， 作用 于 
与 Aptf 喇 1,2,3) 各 面 上 的 搜 力 为 

t= kip,n), to = ECp,mp), (i — 1,2, 3 (4.2.8) 
由 Euler 第 一 运动 律 (4.2.2) 式 ， - - 


“ 2146。 


| ， fodv + | ,tda 一 | , apdv (4.2.9) 
当 四 面体 趋 近 于 p 点 时 ,上 式 中 的 体积 分 项 为 高 次 小 量 , 故 得 外 
| i 一 一 了 CCA,to, 十 to, 十 /ite,) (4.2.10) 


将 C4.2,8) 入 入 {4.2.10) 得 
E 
ktp, n)=C— 六 2 Ank(p, ro,) 
武 中 的 n 可 用 (4.2.7) 式 代入 ,得 到 
下 (p, 一 = > Airmen) 一 一 = 之 Ank(p, mop) 


' - (4.2.11) 
《4.2.11) 式 对 于 满足 (4.2.7) 式 的 尾 章 的 po 与 Ainti 一 1, 2, 3) 均 
成 立 。 因 此 对 于 一 定 的 B85，k(p, n) 必 为 n 的 线 狂 通 数 ,因而 可 
表示 成 (4.2.4) 耻 的 形式 国 。 
同 理 , 由 Cauchy 应 力 原理 〔〈4.2.1) 的 第 二 式 、 作 用 于 4 与 
dptf 一 1y2 3 各 面 七 的 搜 因 眉 汶 
ma = hip, IDD = hlp, no CE 一 1 2,3) 
(4.2.12) 
由 Euler 第 二 运动 律 (4.2.3) 式 可 证 (4.2.5) 式 。 [证 毕 ] 


通常 应 力 张 量 与 ma( 略 去 自 变量 p 未 写 ) 可 按 当地 ( 即 所 


他 注意 ; 与 【4.2. 归 也 由 的 ts 不 同 , 《4.2.8) 与 4.2,10) 趟 中 的 ts 表示 图 
4.3 中 作用 于 并 面 的 应 力 疾 芭 。 
二 造 定 Boydi 二 41， 2 333 并 已 知 togi 王 1 2 37 寺 ， 癌 选 L412.47 蕊 的 
旗 p) 为 
tCp) = > toa 
wy 
式 中 Bt 站 为 mt) 的 对 傅 关 量 : nr, me 二 去 
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作用 点 p 处 ) 的 基 天 量 分 解 : 分 解 式 为 


— Hi Ng; (42.13) 
mn = 1 gE (4.2,14) 
已 知 菜 点 的 与 m, 则 可 计算 作用 于 该 处 的 面 元 da 一 mn de 
上 的 力 与 力 个 : 


yr » } 
tda— t. nds—t. da (4.2.15) 
mda—m.: nda—m. da (4.2,16) 
由 上 述 的 谱 力 菇 本 定理 (4.2.4} 与 (4.2.5) 式 可 以 导出 
所 一 一 ts, 
(4.2.17) 
mm 


此 式 表明 在 物体 内 的 肝 面 一” 仙 的 材料 作用 于 十 侧 材 料 的 (个 ) 
应 力 矢量 与 ”十 侧 的 材料 作用 于 "一 * 侧 材料 的 ( 偶 } 应 力 矢 量 大 小 
扯 等 ,方向 相反 (图 4.4) 


图 4.4 
有 人 把 (4.2.17) 式 说 成 是 牛顿 第 三 定律 的 作用 与 反作用 的 关 


呈 号 用 = 


系 。 但 是 如 Leigh 所 推出 @ ,在 无 相互 体力 作用 的 连续 介质 力学 
中 ,根木 丰 需要 牛顿 第 三 定律 。(4.2.17) 式 力 是 Euler 运动 看 与 
Cauchy 应 力 原 理 的 推论 。 


$ 4.3 Cauchy 第 一 运动 律 (动量 方程 ) 与 
二 运动 律 (动量 答 方 程 ) 
将 (4.2.15) 式 信人 Euler 第 一 运动 律 (4.2.2) 式 ,得 


bE » 
| Vpds 一 | +， da 十 | fpds (4.3.1) 
中 = Fe 可 


对 比 平 衡 方程 一 般 积 分 形式 (4.1.2) 式 ,可 知 对 于 动量 说 来 ,4.121》 
式 中 各 记号 的 含义 为 
wv, q——t, s—f (4.3.2) 
因此 微分 形式 的 平衡 方程 (4.1.3) 式 成 为 
ot.v— of-0 
即 ( 以 a 一 刘表 示 加 速度 ) 


FE 机 


直 ， 有 十 了 一 pa (4.3.3) 
(4.3.3) 滤 称 为 Cauchy 第 一 运动 律 (或 称 Cauchy 动量 方程 ), 其 
分 量 形式 为 


后 十 pf = po’ {4.3.3) 
间 旺 方程 .1.5) 则 成 涛 
[ovis]] 一 [IE n]] fn—0 (4.3.4) 


在 无 间断 时 ， 
[It- ni 一 0 


HD. C. Leigh, Nonlinesr Continuum Mechanics, 1968, McGraw-Hilt, 
Pp. ls3i. 
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nD 


可 得 tt 0 


再 利用 (4.2.177)， 得 
t+ 一 一 tt, 【4.3.5 ) 


担 在 间 上 断面 的 两 例 ,4.3.5) 式 一 般 不 成 闻 。 
将 C42.16) 式 代 人 人 Euler 第 二 运动 律 (4.2.3) 式 ,得 


| p x voav = | Lo + | p Xfpdr 
wr" 
+ 和 px 
与 平衡 方程 的 一 般 积 分 形式 (4.1.2) 式 对 比 , 可 知 对 于 动量 和 矩 来 说 ， 


(4.1.2) 式 各 记号 的 含义 如 下 {同时 写 出 各 个 张 最 的 分 晤 形 式 }: 
PPXv, p= ump 


q—— (mt pxXt, gt — (mt epmt) (4.3.6) 
s=ltpXxf, so— 1 empi™ 
芍 微 分 形式 的 平衡 方程 (4.1.3) 成 为 


ppXHD— (mtpxX.v— pltpxf—0 
(4.3.7) 
式 中 
说 了 » } 39 yy } 
《Pt 有 一 (E:Ppt) v= €:t(pt):¥] 
= €: | 已 (pt) : er 
Dr! 


?3 和 和 
一 和 :[Ptt vV) + 1. t*] 
9 


bi » 
=-px(t: wv)— €:t 


二 过 皇 


因此 (4.3.7) 式 可 改写 作 
入 入 3 
PXT pa 一 t 有 一 是) 一 中 -了 十 Et 一 网 一 避 
利用 动量 方程 (4.3.3), 上 式 成 为 
m. V+pl—e:t (4.3.8) 


(4.3.8) 式 称 为 Cauchy 第 二 运动 律 (或 称 动 县 矩 方程 )。 
有 偶 应 力 与 体力 假 存在 的 材料 称 为 极 材料 。 当 然 对 于 极 材料 
说 来 ,物体 的 动量 矩 除了 Euler 第 二 运动 律 〈4.2.3) 式 已 考虑 的 


人 px vodv 之 外 ,可 能 还 存在 分 布 的 动量 矩 ,这 是 (4.2.3) 式 所 未 
予 考虑 的 。 

大 部 分 材料 属于 非 极 材料 , 即 无 偶 应 力作 用 (m 一 0)， 也 没 
有 体力 个 〈1 一 0)。 由 动量 第 方程 (4.3.8)，E: t 一 0, 故 Cauchy 
应 力 张 量 + 为 对 称 , 即 


ry 2 


长 一 tt (C4,3,9) 
Cauchy 应 力 张 量 可 记 作 
to "gE {4.3.10) 
车 令 
t 一 捕 攻 : (4.3.11) 
则 有 
bp } 了 EE 
攻 一 tg, ti—t: g (4.3.12) 


因为 g' 疏 直 于 坐标 面 , 故 表示 作用 于 疏 直 于 到 的 坐标 面 上 
的 应 力 矢 量 ( 捷 力 ) 乘 以 |g'| 二 Ve" (对 :不 取 和 )。 换 和 句 话 说 ， 


t 表示 作用 于 以 gr 所 代 表 的 面 元 上 的 力 ， 这 个 面 元 的 法 线 方向 
治 g/， 面 积 大 小 等 于 |g'|。 合 如 考虑 图 4.5 (a) 的 zz 坐标 面 
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上 由 协 变 基 矢量 gh 与 g: 所 构成 的 平行 半边 形 面 元 ;此 和 面 元 可 用 
矢量 gH X ga 表示 ;但 

XV 
褒 此 作用 于 此 面 元 上 的 力 为 


入 一 一 入 一 
tr(g Xx Eg Vet. gS VE (43.13) 


的 形 rtf) 
图 4.5 


将 (4.3.12) 第 一 式 在 的 表示 形式 从 人 动量 平衡 方程 ,其 中 


7 } » , 站 翌 , ) ， 
tr.V— 0 (tg) gi — tt ggi+t .pg 
dr Bx Ox 


Bti i; Bt 2» 1 OVE 
一 一 十 tT = 
x Ox pd & Or 
- 声 2 (VE 5) (4.3.14) 
£ 
因此 Cauchy 动量 方程 (4.3.3) 可 写成 
1 8 一 
ove t+ pf pa (4.3.15) 
ye Dx 


或 
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-万 DV Erig) tof mpa 4315) 
(4.3.15) 式 备 项 的 物理 意 交 可 以 从 图 4.5(8) 的 由 三 对 机 邻 坐 标 面 
构成 的 六 面体 的 动量 平衡 看 出 。 设 dxt，dx?， dx 为 三 对 相 训 的 
坐标 面 的 坐标 增 其 , 则 利用 (4,3.13) 式 的 半 了 果 ， 作 用 于 六 面体 上 的 
动量 方程 所 为 

DB (VE ttsdr)dr + -0 (VE bdrdx dr 

x Dx 


一 _ 
+ CV 8 Bdxidx’) dx 


FB ofdxidedr 一 VE padridede 


上 式 除 以 V8 dridridx 以 后 , 即 为 Cauchy 动量 方程 (4.3.15) 式 。 
(4.3.15) 世 的 分 明 形 式 汶 中 
_ - 旦 本 了 rs Ts | 了 re 
7 Ba Cv EP) 二 + AT Fp Pep {4.3.15) 
如 果 采 用 的 Euler 坐标 二 为 第 卡 儿 坐标 , 则 Cauchy 动量 方程 
的 分 量 形式 (4.3.3] 或 (4.3.15) 镑 化 为 


后 | 十 pf = pa (4.3.16) 


最 后 指出 ,在 连续 介质 力学 中 为 了 方便 还 采用 Kirchhoff (或 
加 权 ) 应 力 张 巩 : 


六 


六 
让 一 FE {4.3.17) 


除了 粗 差 一 倍数 ,和 《体积 比 ) 以 外 , 它 和 Cauchy 应 力 张 量 主 并 
无 本质 的 区 别 。 


十 由 54,3*37 式 ?并 利 让 等 及 《8Y 5 /xfY 8g 一 Ty 也 可 直接 得 到 (4.3,15X” 


Tw 
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4 44 第 一 类 Piola-Kirchhoff 应 力 张 
最 Boussinesq 劲 量 方程 
一 、 党 一 类 Piola-Kirchhoff 应 力 张 量 的 定义 .Boussinesq 
动量 方程 


由 Lagrange. 型 的 微分 形式 平衡 方程 (4.1.11), 将 (4.3.2) 式 的 
PF; 可 与 代 人 后 ,得 到 动量 平衡 方程 


vm (Ft. D+*) .D+ pf (4.4.1) 
记 两 点 张 量 | 
z 一 Ft 。 DD* 一 TIgGs (4.4.2) 


+r5 -一 Xs, 
* 称 为 第 一 类 Piola-Kirchhoff 应 力 张 量 (或 称 Piola 应 力 张 量 ， 
又 称 名 兴 应 力 张 量 ) 
于 是 Lagrange 型 的 动量 平衡 方程 (4.4.1) 可 通过 表示 为 @ 


:+ pof = po (4.4.35) 
《4.4.45) 式 称 为 Boussinesq 动量 方程 ,其 分 量 形 式 为 
Ti pi 下 一 说 {4.4.35} 


TH = TH y+ TD rip 


rs 十 TTB tt (r,t TT i 


一 Jz 3 CV GCT) + Test (4.4.3c) 
G 


名 利用 后 面 的 习题 1.2 局 见 Boussine#9 动车 方程 (4,4,3n7) 就 是 Canchy 动 
量 方 程 的 8 倍 。 


* 


(4.4.2) 式 是 关 通 过 Cauchy 应 力 张 盟主 的 表示 式 。 由 此 ,1 
亦 可 通过 r 表示 : 


人 1 
让 一 lr.D*— gg, 


不 


4.4.4) 
太一 rr 
而 (4.3.17) 式 所 定义 的 Kirchhoff 应 力 张 最 + 通过 + 的 表示 式 则 
汶 
nD» XD 
二 一 于 有” /gg 


(C4.4.4) 


HF :一 Tri 夺 * 


二 、 关 于 第 一 类 Piola-kirchhoff 应 力 张 量 的 讨论 


现在 来 讨论 第 一 类 Piola-Kirchhoff 应 力 张 量 ? 的 合 义 。 回 
顾 Lagrange 型 繁 分 形式 平衡 方程 《4.1.11) 的 推导 过 程 ， 可 知 
(4.4.1) 式 中 四 现 7 DD* 代替 二 的 原因 ,是 由 于 把 构 形 -() 中 的 
面 元 da 变换 为 构 形 统 (1) 中 的 商 元 A， 变 掀 关系 为 《2.4.13) 
式 , 即 
a pb. ah (2.4.13) 
我 们 来 研究 构 形 统 (w) 中 的 面 元 4A 一 N d4， 变 形 后 成 为 构 形 
-CD) 中 的 面 元 da 一 nda ( 见 图 4.6)。 由 (4.2.15) 式 , 作用 于 面 元 
da 上 的 力 为 
{a Be. ah 


+ 


一 (AP . 5+) .dA rf.dh (4.4.5) 
由 此 可 见 , 为 了 要 求 作用 于 构 形 (7) 中 面 元 da 上 的 力 , 可 以 用 
Cauchy 应 力 张 量 tt 点 积 此 面 元 矢量 da。 也 可 以 用 第 一 类 Piola- 
Kirchhoff 应 力 张 量 z 点 积 在 构 形 鹃 (xm) 中 对 应 于 da 的 在 变 
形 前 的 面 苑 4 成 ， 这 正 说 明 = 的 物理 意义 。 但 是 要 注意 ,(4.4.5) 
式 的 力 实际 上 是 作用 于 da 上 ,而 不 是 作用 于 dA 上 。 我 们 称 
Cauchy 应 力 张 蚌 是 按 变 形 后 即 构 形 (2) 的 面积 "折算 * 的 , 而 
第 一 类 Piola_Kirchhoff 应 力 了 是 按 变 形 前 即 构 形 鹃 (pm) 的 而 
积 “折算 > 的 。 

ar a 


~» /VP 


da = 


4.5 
由 (4.2.4) 式 ，Cauchy 应 力 张 县 与 构 形 “(D 中 面 元 三 的 
法 向 单位 矢量 n 一 daj1aa| 的 点 积 等 于 技 力 , 即 
ta 一 f "nn (4.2.4) 
搜 力 ta 表示 在 面 元 da 上 每 单位 面积 作用 的 力 ( 见 图 4.7a)。 将 


(4.4.5) 式 除 以 jd 和 1， 得 到 


z.N 一 t.nledal ot, (4.4.6) 
laB | 


4 是 全 站 时 


式 中 @ 为 面积 比 。 因 此 第 一 类 Piola-Kirchhoff 应 力 张 量 与 


变形 前 绎 (sm) 构 形 中 面 元 的 法 向 单位 矢量 N 的 点 积 > . N 等 于 
作用 于 变形 后 -Ce) 构 形 中 面积 os 的 面 元 上 的 力 (图 4.75)。 这 
个 面积 ou 不 是 单位 面积 ,但 是 在 变形 前 的 腕 (na) 中 曾经 是 单位 
面积 (图 4.7c)]。 我 们 称 (4.4.6) 式 为 报 搜 力 。 


相形 站 [本 


的 形 1 


ite) 


诺 4,7 


第 一 类 Piola-Kirchhoff 应 万 张 量 fz(4.4.2) 式 也 可 写成 以 下 
形式 : 


Wt 


F — FC (4.4.79) 
式 中 

TH 一 工人， {4.4.75) 
因此 

za 一 z * (3 (4.4.8) 


因为 .Gs 垂直 于 构 形 家 (m) 中 的 坐标 面 , 故 按 (4.4.5) 式 , 9 表 
示 作 用 于 在 构 形 -(z) 中 的 一 个 面 宛 上 的 力 ,这 个 面 元 对 应 于 变形 


.7 要 


前 的 构 形 索 (1) 中 以 G” 所 代表 的 面 元 。 即 在 变形 前 这 个 面 元 
的 法 线 方向 曾经 是 没 着 G3， 面积 大 小 等 于 1Gs|。 例如 考虑 图 
4.8 Coa) 构 形 家 (ti 中 的 XIXY 举 标 面 上 由 人 协 变 基 舌 倒 Gr 与 
Gu 所 构成 的 平行 四 边 形 面 元 ; 此 面 元 可 用 欠 量 Gr Xx Gr 表示 ， 
且 

(ar X (air 一 GG™ 
Gi 与 Gr 在 变形 后 成 为 图 4.8(5) 构 形 wt 中 和 的 Lagrange 坐 
标 系 {XX*, ft} 的 随 体 基 矢量 鲁 与 全 1; 此 面 元 可 用 矢量 名 X 人 
表示 , 且 

BX 二 1 一 fg 

由 (4.4.5) 式 ,并 利用 (4.4.8) 式 作用 于 构 形 wx) 中 的 面 元 使 x 
多 上 的 力 为 


四 CG 这 Gi) mr GG r 时 Gn = A 人 zt C4.4.9) 


熙 形 本 人 时 构 形 ”f) 
x 
:x G1 xl 
G1 <cz 
CG 
GI 
x 


(tay 
图 .8 
三 、Boussinesq 动量 方程 的 另 一 形式 
将 两 点 张 旦 的 全 梯 朗 公式 (1.2.14) 用 于 *。 得、 


ss 人 2 


本 3 


zD 一 zy + (ry) - (py) (4.4.10) 
式 中 pF 一 防风 (2.3.14) 式 。 由 此 可 得 


多 3 

Xe Be Br 

z 一 Ge + (AE 
OD DX Hr’ 


sg") ' {xp Gr) 


了 

or ) 
wa 4.4.11 
(站 3 Br ( ) 


(1.2.19) 与 (1.2.20) 式 曾 引 进 全 偏 导数 ”记号 : 
di) OC) ,OC 1) 
dX3 BXE -Oxi 


dB 1 wa OC 1) 


di Dx! "OXF 
| 他 
一 (9_ 十 Xe 5 ..。 
(gr “站 KB Co) 


但 是 注意 这 里 对 坐标 X”, x’ 求 偏 导数 时 ,时 间 :是 看 作 图 定 不 变 
的 。 


利用 (4.4.12) 式 (或 直接 由 (12.21) 的 第 二 式 ) ,两 点 张 量 * 的 全 梯 
度 (4.4.11) 式 可 写作 


了 全 ar 
一 《az 4.4- 工 2 
z 吕 一 -和 (4.4.12] 
et 
因此 * 的 全 散 度 为 
Wt dr 
时 CC— 9 里 Cs 地 
ro (4.4.13) 


将 * 的 (4.4.76) 形式 代 人 ,得 


2 


r 口 ~ 入 CrGa Gs 


~ (2 Gu tr ys). (2 


2X 
一 和 十 mi dy G7) (4.4.13)’ 


考虑 到 Gu 只 是 XA 一 1, 4， 的 晒 数 :而 与 wkr = 1, 2， 
3) 无 关 , 改 


一 


政 (4.4.13) 式 可 写作 
rf- 器 一 -l.4. (V GT) (4.4.13)" 


将 上 式 代 人 (4.4.34)， 可 以 得 到 Boussinesq 动量 方程 的 另 一 形 
去; 

了 (Are + pf = poa (4.4.14a) 
仿照 Cauchy 动 些 方程 (4.3.15) 的 几何 意义 的 讨论 , 利用 图 4.8 与 
{4.4.9) 式 的 结果 ,可 以 看 出 C4.4.140) 式 的 物理 意义 ; 它 表 示 在 构 
形 网 中 由 矢量 EraxX!, Br NX 与 合 ri12XT 构成 的 六 面体 的 
动量 平衡 方程 。 这 个 六 面体 在 变形 前 的 构 形 流 (1) 中 为 是 由 
GdX!，GudXn 与 GirdX'" 构成 的 六 面体 。 


光 (0.470) 的 zs 代 人 人 上述 (4. 1 式 左 端 的 第 一 项 


- 亏 0 (VG 7°) -大 2 (VG rg,) 


自从 于 站 所 


1 六 i 日 
大 (Be 


注意 到 VG 只 与 X4C4 一 1，I， ID 有 关 , gi 只 与 (7 一 1 
2，3) 有 闫 ， 人 
dd (VE 一 -La (VGreg, 


(WwW GTriagi 


7E zk VG OX 
十 Xi 2 (rg;) 
-| 天 i 0 (VGrn) xioriylg, (4.4.15) 
VG HX 所 芭 ; 二 


| 4.149) 可 得 动量 方程 的 分 量 形式 


5 3 (V GT) 十 vigty + pf poor (4.4.145) 


与 以 前 的 【4.4.35) 式 ( 注 意 到 (4.4.3¢) 式 ) 完 全 相符 。 

如 果 我 们 采用 的 Buter 坐标 x' 为 馆 卡 儿 坐 标 ( 政 IE 一 0)， 
且 设 r2 表示 为 XU 一 1 II HD 的 区 数 ,而 不 显 舍 x*'(r 二 1， 
2,3), 【站 7 一 0), 出 Boussinesq 动 最 方程 的 分 量 形 式 (4.4.35) 
或 (4.4.145) “2 


(GT) 十 pof’ = poci {4.4.16) 


1 
VG Bs 
如 果 不 但 Euler 溪 标 x'， 而且 Lagrange 坐标 X4 也 取 为 馆 卡 
几 尝 标 ( 故 YG 三 1)， 则 (4.4.16) 式 又 可 再 简化 为 
TH pof! = poar (C4.4,17} 


习题 41 证 明 (4.3.11) 式 的 引 与 (4.4.75) 式 的 xf? 满足 以 
下 关系 
Fo ENBtS, ti /rr 
习题 42 ”利用 习题 4.1 的 结果 证 明 


231* 


f(t.V)—r -OD 
[提示 ] 由 (4.3.14) 式 


$9 人 1 部 一 一 
YY 的 Ca) 
式 中 ,利用 习题 4.1 的 结果 与 (2.4.6) 式 ， 
VE VE /rh VGIXIri (5) 


将 (5) 代 人 (a) 式 , 并 利 骨 “全 仿 导 数 * 记 号 (4.4.127' ,得 
tv — -ht (VGIXA shen) 


ye dx 
A 
+ 1X41 坟 -车 (V G3) | 
由 习题 2.3 的 第 一 等 式 , 上 式 右 端 方 括 讨 中 第 一 项 为 零 ， 再 利用 
(2.4.6) 第 二 式 及 (4.4.13)" 式 ,可 得 


四 、 动 量 率 方 程 
在 连续 介质 力学 及 塑性 力学 的 文献 中 有 时 要 用 到 动量 率 方 
程 。 动 量 率 方程 的 最 简单 表示 形式 为 
四 (4.4.18) 
上 式 可 由 Boussinesq 动 最 方程 《4.4.3e) 对 时 间 * 求 物质 导数 而 
上 


得 ,只 需要 注意 到 
addr ,es 
dF (sO) Ar 人 G ) 
4 fdr, 
ds (和 G" ) 
. 六 
x nD 
(4.4.18) 式 的 = 可 由 (4.4.2) 求 得 
z 一 2 gCp C4.4.197 
式 中 ,利用 (3.1.30) 与 (3.1.34)， 
Dr dr 二 ray 
Ds . 
ra 1 i ， 
二 ee A (4.4.20) 
| 
:| 
= ) 六 (4.4.21) 
式 中 ,由 (1.2.15)， 
Dr's 万 TB Drit 
Dr: ), Ds ), (5 )， Xn C4.4.22) 
故 动量 率 方程 (4.4,18) 的 分 量 形 式 为 
DF ,De (4.4.23) 


Dr 

(0) TP Dr Dr 
若 采 用 的 Euler 坐标 x' 与 Lagrangs 坐标 x 均 为 直角 堂 标 , 及 
设 自 变量 为 天 4, 即 zr 下, gi 沟 只 依赖 于 X4《 而 不 以 显 式 形式 


依赖 于 xz)， 则 (4-4.23) 简 化 为 
“33 了。 


了 站 和 t 
斋 ( 千 )*o 旬 ~n 涤 ta 


(ee) a = 人 a ) 
ds Br Jx3” dK? Bx js 


$4.5 第 二 类 Piola-Kirchhoff 应 力 张 量 、 
Kirchhoff 动量 方程 


一 、 第 二 类 Piola-Kirchhoff 应 力 张 量 的 定义 


式 中 


在 $4.2 中 定义 了 Cauchy 应 力 张 量 ft 与 Kirchhoff 应 力 弹 
量 t, 它 是 构 形 oz) 中 的 张 量 。 $4.4 中 定义 了 第 一 类 Piola- 


Kirchhoff 宙 力 张 量 f, 它 是 两 点 张 量 ,前 矢量 在 构 形 -C2) 中 ,而 后 
矢量 在 构 形 统 (w) 中 。 现在 引进 第 二 类 Piola-Kirchhoff 密 力 
张 量 掉 ， 它 是 构 形 弦 (10) 中 的 张 量 。 
在 (4.4.2) z 的 表示 式 中 
F 一 rrsg G。 (4.4.2) 
后 矢量 Gr 是 梅 形 沉 (w) 中 的 Lagrange 学 标 系 :4 的 基 矢 
量 ， 而 前 矢量 g 是 构 形 0) 中 的 Euler 坐标 系 1x'1 的 基 矢 
最 。 利 用 基 矢 量 的 坐标 转换 关系 : 
&r 一 局 
可 以 把 (4.4.2) 式 中 的 前 矢 明 转换 为 构 形 -tx) 中 Lagrange 举 标 
系 {X4, zj 的 基 矢 量 名 ， 得 到 
了 一 72X Gs = TG (4.5.1) 
式 中 


"了 了 人“ 


TA 一 XArrs (4.5.2) 


(4.5.1) 式 就 是 = 在 Lagrange 坐标 起 矢量 中 的 分 解 式 。 将 (4.4.2) 
的 rz 代 人 (4.5.2)] 可 得 T 人 到 通过 Cauchy 应 力 张 县 二 的 表示 
Th: 

Taam FIXAXE 一 Pi 一 名 (4.5.3) 
式 中 

22 RANE, (4.5.4) 

和 根 绒 转换 公式 (4.5.4)，i4s 显然 为 Cauchy 应 力 张 量 在 Lagran: 
ge 举 标 系 !X4*, 让 中 的 逆 变 分 有 量 , 即 


» 1 、 
tg 一 jp = 到 T4568 ,Bp C4,5.5) 


而 je 则 为 Kirchhoff 应 力 张 量 t〔 见 (4.3.17) 式 ) 的 逆 变 分 量 ， 
即 

t ™ 双全 4 会 s 一 了 745 全 1 会 (4.5.6) 

因为 Cauchy 应 力 张 量 * 是 对 称 的 ,2 一 254， 歼 由 (4.5.3) 式 

T*8 == THA (C4.5.7) 


定义 第 二 类 Piola-Kirchhoff 应 力 张 量 工 为 在 构 形 统 (1) 
的 Lagrange 坐标 系 . 4X41 中 以 T 如 为 闭 变 分 量 的 张 量 , 即 
Tt 一 了 4eG GG (4.5.8) 
广 (4.5.7) 式 ， 守 为 对 称 张 量 。 
综观 上 面 的 (4.5.1),(4.5.35),(4.5.6) 与 (4.5.8) 式 ,可 员 了 他 同 
时 是 许多 种 应 力 张 量 如 ,Pt 一 与 的 逆 变 分 量 , 但 是 并 矢 


其 不 同 而 已 。 利 用 这 一 后 ;可 以 建立 各 个 应 力 缴 量 之 疗 的 关系 。 例 
划 利 用 (2.3.1955 


由 呈 呈 写 于 


让 :一 芝 “ay 一 (if， D+ {4.5.9) 
可 得 以 干 的 关系 ,及 相应 的 分 重 形式 : 


并 了 


r= Db.T, re x Tr (4.5.10) 
t= tmD TD:, ro fr Try 
(4.5.11) 
《4.5.1 由 式 也 可 以 通过 将 (4.5.10) 式 代 人 (4.4.4) 式 耐 得到。 由 上 述 
两 式 ,也 可 以 得 到 了 通过 其 他 应 力 张 量 的 表示 式 : 


一 上 
如 I 


T—-D. r, TKI (4.5.12) 
NE 
To FD.t-Db:oD.t.D: (4.5.13a) 


TS fF XI KS — XIN (4.5.135) 
(4.5.13) 式 也 可 以 通过 将 (4.4.2) 式 代 人 (4.5.12) 式 而 得 到 。 则 
(4.5.10) 一 (4.5.13) 式 可 看 出 ,在 张 量 tt，z，T 之 间 满 足以 变形 神 
度 或 递 变形 梯度 点 积 ( 即 DD. , DD. 或 .DD*, .DD*) 所 天 示 的 关系 ,而 
在 分 最 *，r"，T 作 之 闻 满 足 张 量 分 量 的 坐标 转换 (xi 一 >X*) 
关系 。 

二 、 第 二 类 Piola-Kirchhoff 应 力 张 好 的 含义 

由 (4.4.5) 式 及 图 4.6, 并 利用 (4.5.10) 式 ,作用 于 构 形 oC) 中 
面 元 da 的 力 

tdam rd 一 DD. 人 下 .4 C4.5.14) 

由 此 可 见 了 . dA 还 必须 经 过 与 线 元 从 构 形 统 (m) 到 构 形 (人 
相同 的 变换 : 


sk 浊 训 丘 


Db , 
dP =p—D.:.42P 
才能 得 到 作用 于 面 元 da 上 的 力 ; 


DD,, } 4 ‘ 
午 .JA=t.daD. 人 TF .oA 


参考 图 4.9。 但 注意 图 4.9(o) 中 的 于 .dA 并 非 是 作用 于 构 形 
弦 (%) 中 面 元 dA 的 力 ; 它 经 过 “ 旧 .” 变换 以 后 ， 得 到 作用 于 构 
形 -C2) 中 而 元 da 的 力 。 

(4.5.14) 式 除 以 [AI| 以 后 ,得 到 


》 次 和 
gt— TN=D.T.N 《4.5.15 
构 联 哇 (f 汪 相形 子 人 好) 
dh=WdAd a _ 
Td 但 二 一 日 过 入 
0) 


>- 的. 

dP 一 > dp= BD.dp 

.A ta 
4.9 

x 


因此 全 .N 经 过 "D.* 变换 以 后 等 于 作用 在 -(:) 构 形 中 面积 为 
s。 的 面 元 上 的 力 (图 410)。 但 注意 图 410(s) 中 ，T . N 并 非 作 


» 到 本 了 二 


用 于 构 形 绽 () 中 单位 林 积 的 力 ; 但 它 经 过 呈 .” 的 变换 以 后 ， 
吗 到 作用 池 构 光 -fz) 中 面积 为 ve。 的 医 元 上 的 力 。 


物 形 完 性 站 | 构 形 tt > 


| 


图 4,10 


» 
习题 和 3 设 主 一 gyg:， 证 明 


77 


一 ! 
x x 
r= ft-.D*— frig,G, = meG, 


bE 


T= FD .te. Dr fC,G, = rmG.G， 
式 中 奶 , 为 在 构 形 党 (1) 的 (x,w} 坐标 系 中 的 协 变 基 舌 量 。 因 
此 闫 一 ro 同时 是 几 个 应 力 张 量 的 逆 变 分 量 ， 但 各 个 应 力 张 量 
的 并 舌 基 不 同 。 
三 、Kirchhoff 动量 方程 
将 (4.5.10) 式 z 代入 Boussinesg 动量 方程 (4.4.4) 式 中 ,得 到 
Kirchhoff 动 重 方程 及 其 分 县 形式 
(D .TF)-O+ pt pa 
(4.5,.16) 
CrinT™ ,yy 十 pof 一 di 


" 32334 


6 


我 中 
| CxNTI = (twT MT iyT NITY 一 
+t [CrwT ,+ Criw TM OT ry (4.5.17) 
设 xw 与 了 WY 只 是 XA 一 1， I) 的 函数 ， 而 不 显 信 * 
(tr 一 12，3), 出 (4.5.17) 式 成 为 z 
《xi Da = (xyT MO) + xiwTH, 十 rinxiT a) Tr 
! C4.5.17Y 


四 、 动 量 方程 在 构 形 统 (t,) 中 的 惠 示 


Boussinesq 动量 方程 (4.4.3) 与 Kirchhoff 动量 方程 (4.5.16》 
虽然 条 Cauchy 动量 方程 (4.3.3) 式 不 同 , 当 用 上 Lagrange 坐标 (物质 
措 述 苇 ) ,但 它们 也 间 样 是 构 形 w(t) 中 的 天 量 方 程 。 我 们 可 以 利 
用 转移 张 量 将 它们 平移 到 构 形 哆 (am) 中 来 ,成 为 构 形 统 (sw) 中 
的 矢量 方程 。 由 (1.2.39]) 式 ,转移 张 轩 的 全 梯度 为 零 ， 可 以 任意 地 


移 进 或 移出 日 运算 符 , 四 此 只 需 把 日 运算 竺 内 的 全 部 张 量 都 平 
移 到 构 形 静 (am) 中 即 可 。 我 们 还 假定 全 部 自 变量 都 内 有 XA44 一 


LH, ID。 未 显 含 zfr 一 1 2, 3)， 则 运算 符 白 可 改 为 构 形 
弦 (w) 中 的 瑟 。 十 是 Boussinesq 动量 方程 (4.4.4) 成 为 


rT. pa (4.5.18a) 
式 中 由 (4-4.2) ,并 和 独 用 (i.1.15) 或 (1.1.15)'， z 
fCG,, a oC, (4.5.193 
Fr 一人 gt Go reGG。， (4.5.209) 
式 中 ” - 
TB 一 (4.5.206) 

帮 (4.5.189) 式 的 分 最 形式 为 
中 和 十 pf = oa (4.5.185) 
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信 ifchhboff 动 最 方程 (4.5.16) 则 成 为 


(Bp a (4.5.21) 
ft 《 让 © 4 
但 Dompy—=Pi+ uv= li+uvw 
放 {4.521) 式 可 收 写 为 
[Ci+ uy) : T] : 十 pf 一 a (4.5.224) 
其 分 量 形 式 为 
[CB# t wu)T n+ po = poa’ C4.5.225). 


$4.6 Hosoxnaxop 动量 方程 与 Sisgnorini 动量 方程 


Boussinesq 动量 方程 (4.5.18) 与 Kirchhoft 动量 方程 (4.5.21) 
虽然 是 构 形 统 (to) 中 的 矢量 方程 ,但 它们 各 是 原来 在 wr) 中 的 
动量 方程 (4.4.4) 与 (4.5.16) 经 过 平移 的 结果 ,实际 上 与 平移 前 并 无 
质 的 区 别 。 : 

男 外 一 种 方法 是 将 动量 方程 从 构 形 (9 中 经 过 某 种 变换 (而 
不 是 平移 ) 成 为 在 构 形 经 (ww) 中 的 矢量 方程 ， 


一 、Hoeornoa 方程 

将 Kirchhoff 动量 方程 (4.5.16) 进行 以 道 变 形 梯 度 玫 示 的 变 
换 , 即 “的 .> 的 变换 。 由 (2.3.11) 式 ,可 知 这 是 一 个 把 构 形 (中 
的 dp 变 成 构 形 冤 (n) 中 的 dP 的 变换 , 而 以 变形 禄 度 表示 的 变 
痪 "“ 芭 :” 则 是 把 构 形 呢 (1) 中 的 线 元 dP 变 成 构 形 -(2) 中 的 
线 元 dp。 由 (2.8.23) 式 ，“ 四 .” 也 是 把 构 形 腕 (am) 中 沿 Green 
变形 张 量 蕊 主 方向 的 单位 矢量 NCT 一 ], IT, II) 变换 成 Cauchy 


变形 张 量 。 主 方向 单位 矢量 a (7 一 1， 2, 3) 并 放大 2 倍 ， 即 


+ 昌 


2n—D.N (TT 二 了 ,不 取 和 ) 


反之 ,由 (2.8.24) 式 ,以 逆 变 换 梯度 表示 的 变换 “DD.” 则 把 n 变 换 
成 N, 并 缩小 4 倍 , 即 


27N 一 D'.n {T 一 7 了 ， 不 取 和 各 ) 


Kirchhoff 动量 方程 的 体力 与 加 速度 a 经 过 上 太 DD," 的 
变换 以 后 , 变 成 @ 
ry { a 
入 一 了 A=~D':a (4.6.1} 
这 里 下 称 为 拟 体力 , A 称 为 拟 灿 速度 ， 它 们 必须 经 过 以 变形 梯度 


表示 的 变换 〔 即 “了 b，…) 以 后 才 变 成 启 实 的 体力 f 与 则 速度 ao 
先 把 Kirchhoff 动量 方程 (4.5.16) 左 端 第 一 项 进行 展开 : 

DAT.O=D-. Tv rT 4.62) 

于 是 ,利用 (4.6.1) 与 (4.6.2) 式 、Kirchhoff 动量 方程 (4.5.16) 经 过 


“ 沪 .* 的 变换 以 后 成 为 


即 

直 划 3 3 攻 吕 1 
工交 十 瑟 . [CDDDD):T] 十 PE 一 pA (4.6.3) 
可 以 证 明 上 式 左 端 第 二 项 可 以 通过 Green 变形 张 最 蕊 与 宇 表 
示 ( 证 明 见 下 文 }: 


图 注意 纪 将 (4.6,1] 式 中 的 让 与 微 面 元 4 成 混 活 。 


* 4 四 


因此 (4.6.3) 式 成 为 


—1 
* 


人 1 [ [和 1 站 如 

T.yt+ Ce. (cv 一 LT ve):T + pF pA (4.6.5a) 
其 分 盟 形 式 汶 

IT 十 CA (ca 一 二 YaCauj TN 中 pF = pA’ 


{4.6.55) 
(4.6.5) 式 ' 称 为 FIogozgHnoa 动量 方程 ， 它 最 合 Green 变形 张 量 


忆 ,， 而 六 变形 梯度 中 只 隐 合 在 拟 体 力 下 与 拟 加 速度 A 之 中 。 
现在 来 证 明 (4.6.4) 等 式 。 利 用 (2.5.1) 与 (1.2.21) 第 二 式 , 得 到 
[和 i 和 ‘ 2 4 n -” 
47 一 (PPD* 了) 口 一 了 Cwaxrat Gt 


— (xarra)uG GG 
== (x mrs 十 Xaxray Gr Ca 
= (Xa 十 Kan GCG" 
式 中 由 (1.2.53) 式 我 们 约定 
KB Wnp — Kris — Prep 
于 是 可 得 oo 
(CWI:T = (riyrn 十 和 HDTV (4.6.6) 
由 于 TY 为 对 称 ， 故 (4.6.6) 式 右 湾 括 骂 内 第 一 项 指标 M 与 N 可 
以 互 换 ,同时 又 因为 (利用 (1.2.15) 式 ,并 假定 ww 只 是 X* 的 函 
煞 )， 
4 
一 Se 区 
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对 于 对 与 4 为 对 称 : 
XA = KAM 
政 (4.6.6) 式 可 化 成 


< 村 
(Cv):T 一 人 (24Mr 十 区 4 二 vist | TMNGA 


[二 Dwrm) 十 wxram| TSG 
1 《人 下 二 让 相克 
一 去 CVON:T FD*. (DO):T 
称 项 ,得 
Ey i ce 1 [ 起 
D* . (PO):T = (cy 一 二 YC)T (4.6.7) 
将 以 下 的 等 式 ( 肥 02.5.1) 第 二 式 ) 点 积 (4.6.7) 式 的 两 端 : 


一 一 
> 了 如 


b. D+-C 
就 得 到 (4.6.4) 式 。 [证 毕 1 
二 、Signorini 动 重 方程 
将 Kirchhoff 动量 方程 《4.5.16) 进行 “DD*.” 的 变换 。 由 
{2.8.23) 式 
D* 一 1Nn + 1Nn 十 1 Nn 


故 “中 *.” 的 变换 把 构 形 -CD 中 的 n (y 一 1，2，3) 变换 为 构 
形 罕 (a) 中 的 4N(T 一 1, 1 111, 不 取 和 ); 


Dr .niN (Tf 一 >。 不 取 和 ) 


《4.5.16) 式 经 过 变换 以 后 成 为 


"343.* 


< 3 上 3 Ee 
D* . [D.CT.v + DO:TI+ ppD*.£ 
= 一 pD* "a 
利用 (4.6.7) 式 后 ,又 可 化 作 
a 本 二 不 1 如 和 
C. (T.v)+ (cy 一 二 VC :Ttof:D 


pa:D (4.6.8a) 
其 分 量 形 式 为 


an Te + (Cm 一 六 vaCna) TN 
十 内 思 好 4 一 poarr'a C4.6.85) 
(4.6.8) 式 就 是 Signorini 动量 方程 。 利用 


Co 1+2E 
它 又 可 写作 


民 全 ‘ 中 和 :| 吕 以 | 
[1 十 2E}Y.: (T: vw}+ CFEv 一 VE]TIT 
十 ofD 一 内 县 ， Db (4.6.9¢4) 


其 分 量 形式 为 
《Cnw 十 2 五 4 了 十 (2E jn 一 VaEnww)T™™ 
十 Pi 六 = polr a | (4.6.95) 


$4.7 各 种 张 量 主 方 向 的 关系 


我 们 研究 过 许多 张 量 ,如 变形 张 量 ,变形 率 张 最 ,应 力 张 量 等 。 
每 个 张 量 都 有 自己 的 主 方向 。 现 在 我 们 来 研究 各 个 张 量 主 方向 之 
间 的 关系 。 , 

关于 变形 张 量 ,我 们 已 定义 (网 $3.3, 七 ) 右 伸 长 张 量 局 或 右 


et 
Cauchy-Green 张 量 CC 的 主 方向 为 Lagrange 方向 N,r == ,II, 
全 
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本 | 
IH; 无 全 次 张 量 间 或 无 Cauchy_-Green 张 量 马 的 主 方向 为 Euler 


方向 my 一 1, 2, 3。 由 (2.8.17) 式 ,与 N 之 间 存 在 着 如 
(3.3.18) 式 所 示 的 关系 : 


n—R.N 
r I 
， (r= ” (C4.7.1) 
‘ 
N= R*.n 
T 下 


式 中 六 为 变形 梯度 四 进行 家 分 解 所 得 的 正 交 张 量 ( 见 {2.8.19) 
式 )。 


变形 率 张 量 d 的 主 方向 为 nm ( 见 (3.3.24) 式 )。y 一 1, 2, 3; 
它 与 Euler 方向 一 般 是 太一 致 的 。 

关于 应 力 张 量 , 我 们 假定 : 

Cauchy 应 力 张 量 上 的 主 方向 为 n(t), (7 一 1, 2, 3) 

第 二 类 Piola-Kirchhoff 应 力 张 量 TT 的 主 方 向 为 N 《和 ) 
(T 1, IL, IIIY, 


一 般 说 米 , 在 n(t) 与 N (TT) 之 阅 并 不 存在 象 (4.7.1) 式 那 梯 
的 关系 ,除非 材料 为 各 向 同性 弹 狂 材料 ( 见 下 面 (4.7.4) 式 )。 


| ， If 
但 是 可 以 证 明 在 n(t) 与 张 量 -了 . 尼 的 主 方向 N (CC. 
ira 


. C) 之 间 也 有 象 (4.7.1) 式 的 关系 , 即 


n(t) 一 下 ， NCC. T. C) 


1 一 
| 4 


从 站 入 
NC. T.C}y—R.n(t) (4.7,3) 
Tr r 
证 明 由 (4.5.11) 式 ,并 利用 t2.8.19) 式 ,得 天 


1r2 1 
3 家 让 让 ‘7 


Fi—=D:.T-. Do RC.T. C.R: (C4.7.40) 


两 端 进行 民 . 与 . n(t) 的 运算 ,得 (注意 这 * 一 月) 
SFR:t. nt C. TC) .RR. nt) (4.7.46) 
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(4.7.4) 式 说 明 Kirchhoff 应 力 张 量 《 与 张 量 已. 下。 心 为 


“ 正 交 相似 * 张 量 ,前 者 是 后 者 经 过 旋转 (以 恨 表 示 ) 的 结果 。 改 两 
者 对 应 的 主 值 相同 , 主 方向 相差 以 让 表示 的 转动 。(4.7.2)、(4.7.3》 
式 得 证 。 

对 于 各 向 同性 弹性 材料 ，n(t) 与 nCe) 恒 重合 。 此 时 。 比 较 
(4.7.1) 与 (4.7.2) 式 ,可 知 NCC) 与 NCC- .CC) 重合 。 因此 
NCC) 与 NCT) 重合 。 此 时 由 (4.7.1) 或 (4.7.2) 式 可 得 (各 向 同性 
弹性 材料 ) hy 让 

n(t) —R. NCT) 
， (T 一 7) {4.7.5) 
NOT) ~—R. nC 
习题 44 设 取 N(C) 为 局 部 基 矢量 Gx(K 一 1 0, I), 出 


Lr 


有 (以 1 表示 蕊 的 主 什 ) 
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入 


Gx 一 NO), 色 一 ina(C) 。(K 一 太 不 取 和 ) 


LE 
Eh 


如 ， 
试 写 出 张 量 T, r, .个 .C 与 上 一 ,Pt 在 局 部 基 矢 量 中 的 分 
解 式 。 

答 TI TKN (CC)NCE) 


rf— Tri (CIN(C) CG-K) 


y 和 
t 一 .Pt 一 人 TxiiMnfejn(e) (一 天 1 一 工 ) 
。 Ks KR ‘ 
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C .TC HTNCGC)NGE) 
下 上 下 上 


RL 


5483 能 量 平 衡 


一 、 机 械 能 平衡 方程 
定义 物体 的 住 意 部 分 “ 的 动能 为 


K 一 工 | 可 Vodr = 二 | Wo 
2 人 2 mm" 


我 们 要 招 动能 对 时 间 * 的 导数 【物质 导数 ) 写成 一 般 积 分 形式 
《4.1.2) 式 。 令 (4.1.2) 式 中 的 @ 为 


o—K—| ,ppdv， 玖 思 一 六 交 


《4.1.2) 陈 所 要 求 的 形式 为 


式 中 于 为 = 域 的 表面。 
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但 出 Reynolds 输 运 定理 (3.7.16) 式 ,有 


> 好 1 2 -一 | I 人 
到 一 一- 一 Vipdr 一 一 -可 gy 二 .和 .了 
了 | 和 pda 人 pd { } 


式 中 的 (YY/2)” 可 以 利用 Cauchy 第 一 运动 律 (4.3.3) 式 求 得 : 
p(Tr) 一 oa 一 (t,t of) (4.8.3) 
此 式 右 端 第 一 项 可 以 利用 下 面 的 分 式 计算 : 
(vt (ty) + vy) 
— ft . V) 十 d:t 


因此 
3 和 了 了 3 » 对 
YY rt wv }— {tv t): wi:d {44.3,4) 
将 (4.8.4) 式 代入 (4.8.3) 式 ,得 
1 2 ]? > 和 
Zr Dvioef td (4.8.5) 
下 


(4.8.5) 式 称 为 微分 形式 的 机 械 能 平衡 方程 。 将 (4.8.5) 式 代 人 
(4.8.2) 式 ,并 利用 散 度 定理 ,得 


四 EE » 3 
| (vvat| ov fav— | t:dds 
or | mr 
be 条 着 
-| Tt: nadat pv" fav 一 | tidar (4.8.6) 


(4.8.6) 式 称 为 积分 形式 的 机 袜 能 平衡 方程 。 
对 比 (4.8.6) 与 (4.8.1) 式 可 知 : 对 于 动能 ,一 般 积 分 形式 平衡 方 
程 (4.12) 式 中 的 各 个 量 为 


1 3 1 和 估 说 
P= 则 一 一 二 -上 5 一 人 于 一 一 td (4.8.79 
本 


将 (4.8.7) 式 代 人 一 般 微分 形式 的 平衡 方程 〈4.13)， 贡 重新 得 到 
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(4.8.5) 式 。 
(C4.8.5) 与 (4.8.6] 式 实际 上 均 是 Cauchy 运动 律 的 推论 , 它们 
又 称 为 动能 定理 。 
[4.8.6) 式 右 中 前 酚 项 各 表示 牺 体 * 部 分 所 承受 表面 力 与 


体积 力 的 功率 , 右 端 未 项 中 ,一 +:d 表 未 每 单位 体积 的 内 力 功 率 ， 
或 者 说 tid 表示 每 单位 体积 的 变形 功率 。 在 (4.8.7) 的 :表示 式 


中 v -了 f 表 示 每 单位 质量 的 机 被 能 源 ，{1/p)t; dd 表示 每 单位 质 
最 的 机 械 能 汇 。 


二 、 能 量 平 衡 方程 


前 一 部 分 中 的 机 极 能 平衡 方程 是 Cauchy 运动 律 的 推论 。 在 
这 一 部 分 中 研究 更 普遍 的 能 量 平 衡 原理 ， 它 是 独立 丁 Cauchy 运 
动 律 鸭 物 还 规律 ,同时 考虑 到 了 热能 密度 ,热度 与 热源， 并 遂 过 能 
晤 平衡 把 这 些 热学 量 与 力学 量 相 夺 合 起 来 。 

物体 的 任意 部 分 * 的 总 能 量 被 定义 为 


P= 十 EE (4.8.8) 
式 中 外 为 动能 ( 见 前 ), BE 为 内 能 : 
五 一 | epdr (4.8.9) 


这 里 。 为 每 单位 质量 的 内 能 。 造成 总 能 量 P 产 生变 化 的 原因 有 : 
机 械 功 ,热流 矢量 (或 称 热 通 量 )h 与 每 单位 质量 的 热源 ,因此 
及 十 站 一 | 


六 
v -tdat1 py* fav 


J nin 


— { h 、 da + |, gpdy 
一 | (rt 一 baa 
十 1 (¥: ft a)pdr - C4.8.10) 
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式 中 da 一 nda, 热 景 与 功 之 间 用 热 功 当 量 进行 换算 。(4.8.10) 式 
称 为 积分 形式 的 (总 ) 能 量 平衡 方程 。 它 相同 王 在 一 般 积 分 形式 的 
平衡 方程 (4.1.2) 中 了 


» 
prte qh—vt,s mfio C4.3.11) 


将 (4.8.11) 式 的 各 个 明代 人 (4.1.3) 式 中 , 易 写 出 相应 的 微分 形式 的 
能 量 乎 衡 方 程 。 

为 了 简单 想见 ,我 们 来 研究 (上 总) 能 量 P 与 动能 多 之 差 , 风 内 能 
E。 将 积分 形式 的 总 能 量 平 衡 方程 《4.8.10) 与 材 械 能 平衡 方程 
(4.8.6) 相 减 ,得 到 。 


上 一 | h .ja 二 | apgz 十 | E:das (4.8.12) 


TE 


《4.8.12) 式 称 为 积分 形式 的 热能 平衡 方程 。 它 相 当 于 在 一 般 积分 
形式 的 平衡 方程 (4.1.2) 中 联 


1 5 入 
由 一 ea 中 一 上， 9 二 人 {4.3.13 


注意 变形 功率 人 和 《每 单位 体积 ) 在 机 械 能 平衡 方程 (4.8.6》 
中 起 着 汇 的 作用 ,而 在 热能 平衡 方程 (4.8.12) 中 起 着 源 的 作用 。 在 


(4.8.123 式 中 正 是 通过 含 《9 的 积分 项 把 力学 量 与 热学 效应 克 合 
起 来 。 
将 (4.8.13) 的 各 个 量 代 人 (4.1.3) 式 ,可 得 到 微分 形式 的 热能 平 
峙 方程 , 即 场 方程 : 
4 


pesth.V—p(stitd 汪峰 
p 
邵 


ps——h-:v+pet td (4.8.143 
C4.8.12) 与 (4.8.14) 式 又 各 称 为 积分 形式 与 微分 形式 的 热力 学 
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第 一 定律 。 
三 、 变 形 功 率 的 几 种 表示 
变形 荔 涂 操 定 六 为 
一 | 六 也 3 C4.8.15) 
它 表 示人 参考 构 形 绕 (1) 中 每 单位 体积 (也 就 是 构 形 wt) 中 单位 


体 职 的 7 借 ) 的 亚 形 功率 ,因为 让 和 表示 构 形 tz) 中 每 单位 体 
积 的 变形 功率 。 
由 (4.4.4 上 区 二 .5 了 3 


3 1 < 
将 (4.8.16) 式 中 ‘ TD" 代 人 (4.8.15) 式 ,得 到 中 


ta 二 wy 一 1 it 一 (z ， D*):L 


从 
| 

oO mr 并 
A 
{E 


tr DD* Er 一 te (L. Dy*) 
利用 [3.2.5) 式 ,车 戒 臣 写作 
由 3 
wo tr D*Y 一 开心 (4.8.17) 
若 将 (4.8.16) 式 的 最 右 端 代 人 (4.8.15), 则 得 到 加 
乓 | 人 2 2 六 2 
w= DD:. T.D):d=t(D: 1T. Dt.d) 
如 4 3 
= titT.D*.d.D) 
利用 (3.4.18) 式 ;上 式 可 写作 
地 注意 公 臣 (见习 题 3.20 的 提示 》 
A:B=— tr (CA. B*) = trCAr.B)= BA= tr (Bt .A= tr (CB. A*) 
蒜 中 内， B 为 二 阶 张 星 。 
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tr 和 和) 一 年 : 针 (4.8.18) 

寺 此 ,我 们 得 到 了 变形 功率 w 的 三 种 不 同 的 表示 (4.8.15)， 

(4.8.17) 与 (4.8.18) 式 。 由 (4.8.18) 式 ,我 们 称 (全, 记 ) 是 一 个 共 斩 

对 ,或 者 与 兰 为 功 共 亏 。 有 的 人 根据 (4.8.17) 式 称 与 孔 功 

共 轿 ,但 是 这 不 是 严格 意义 下 的 功 共 施 , 因为 DD 不 是 一 个 变形 张 
量 ( 它 包 含 刚体 旋转 部 分 )。 


(4.8.15) 《4.8.17) 与 (4.8.18) 式 的 分 量 形式 各 为 
w= A td = rd 


{4.8.15Y 
= Ti 4 《4.8.17 
i 

一 TAs .42 如 (4.8.18¥ 

At 

式 中 

di 一 六 {vi vis) (3.3.27) 
4 一 Vwd (3.2.5¢) 
各 本 i dan {3.4.197) 


四 、 机 械 能 平 衔 方程 与 能 量 平 衡 方程 在 构 形 喀 4a) 中 的 表 
示 

将 (4.8.7) 式 中 的 各 个 量 pg，9 与 5 代 人 (4.1.10) 式 ,得 到 在 构 
形 鹏 (ma) 中 表示 的 积分 形式 的 机 械 能 平衡 方程 ; 


3 四 
EE | | 守 “ tf 站 > ™ dA 
rr 
1 
+ | Gb 。 f-. 1 +t:d maV (4.8.19) 
[i 六 


是 二 号 果 二 


式 中 
天 一 二 | Yip 
2 jw， 


”为 在 统 (w) 构 形 中 对 应 于 的 固定 域 ，.ez” 表 示 多 ”的 表 
面 。 利 用 记 力 张 量 关 系 《4.4.2)， 谈 形 功 率 必 的 表示 式 (4.8.15)， 
(4.8.17) 与 (4.8.18), 可 将 {4.8,19) 式 写作 


六 一 | vr dA 十 | {pv fwdap 【4.8.19 了 
式 中 l | 
w= f td—tidm .DoT:E (4.8.20) 
相应 地 ,将 (4.8.7) 式 中 的 各 个 量 pg，。9 与 + 代入 (4.1.11) 式 ， 
得 到 在 构 形 骂 (i) 中 表示 的 , 即 Lagrange 型 的 微分 形式 机 械 能 
平衡 片 程 


| 1 了 攻 
wm -二 ( 工 吕 ) 一 wm- 口 Tao. 一 az (4.8.21) 
i 


为 了 得 到 热能 平衡 方程 在 构 形 统 (w) 中 表示 的 积分 形式 与 
微分 形式 ,只 需 将 (4.8.13) 式 中 的 各 个 量 p,q 与 5 代入 (4.1.10) 与 
(4.1.11) 式 。 王 是 由 (4.1.10) 得 到 积分 形式 : 


二 一 一 | bh. /Db*.aA 


1 Yr 
十 | G 十 一 t:d) maV (4.8.22) 
yr pp 


式 中 由 (4.8.9) 式 


= ( ema C4.8.9) 
or 


定 文 在 “之 (nm) 构 形 中 的 热流 矢量 自 : 


Hh. rh- fh.nh 〔4.8.23 
显然 有 关系 式 : 
h. da—H- dA (4.8.24) 
因此 (4.8.22) 式 可 改写 成 


疡 一 一 |, 在 . 2A 十 1 (gm 二 za 《4.8.22 了 
由 (4.1.11) 得 到 热能 平衡 方程 在 统 (m) 构 形 中 表示 的 微分 形式 : 
ae 一 一 辽 . 立 十 hn 二 wv (4.8.25) 
(4.8.22) 与 (4.8.25) 式 又 各 称 为 在 鹃 (a) 构 形 中 表示 的 积分 
形式 与 向 分 形式 的 热力 学 第 一 定律 。 
五 、 与 Seth 应 变 度 重 类 对 应 的 应 力度 重 
我 们 可 以 把 变形 功率 (参考 购 形 统 (1,) 中 每 单位 体 呐 ) 求 
示 成 
ww 一 Tn: Ec (4.8,26) 
的 形式 , 式 中 EE" 为 Seth 应 变 度 量 类 ( 见 (2.9.32) 式 ), T") 是 参 
考 构 形 统 (w) 中 的 对 称 张 量 , 称 为 与 各 "为 功 共 频 的 应 力度 量 。 
当 #4 一 1 时 ,Em 就 是 Green 应 变 张 是 包 ( 见 (2.9.33] 式 )， 
因此 下 (4.8.183 式 。 和 > 座 是 第 二 类 Piola-Kirchhoff 应 力 张 量 ， 
即 (4.5.134) 式 : 
二 年 二 多 .DD* (4.8.27) 


"5 


为 了 要 求 4 二 一 ! 情况 的 应 力度 量 蕉 -5, 我 们 可 利用 (3.4.32) 
式 ,得 到 
a=b. Ke-» . D* 《4.8.28 1 
将 (4.8.28) 式 代 人 变形 功率 ze 的 表达 式 (4.8.15] ,并 经 过 化 简 后 @ ， 
得 到 


Yr YY 


区 妨 入 已 性 
了 四 :可 一 tf ED 到 一 tr 人 PB.: ET .DD*) 


nt 


他 oe 
< tr(D*.t: DD. Em») 
ty YY tt 
一 〈 了 b* . t. DY:E® 一 Tn: EC 
全 3 区 
式 中 D* -上 卫 为 对 称 张 量 ,因此 


(4.8.29) 


1 

号 

| 

Le | 

并 
[= 


从 o 就 是 通常 所 谓 对 流 应 力 张 量 t( 见 后 (6.2.5) 式 ) 的 了 倍 (7 


为 体积 比 )。 设 Kirchhoff 应 力 张 量 主 在 (1) 构 形 的 随 体 

Lagrange 坐标 系 {X4, 器 中 的 分 解 式 为 

t — £8 (4.8.30a] 
一 fw 全 (4.8.305) 


将 《4.8.30g) 式 代 入 (4.8.27) 式 ,并 注意 (2.3.22) 式 ,得 到 


< 


Tw 一 Tf 二 一 i (Os 二 = TA30G Gs 


时 利用 251 页 注 


时 学 订 对 昌 


了 一 了 一 《4.8.31 
将 (4.8.305) 式 代 人 (4.8.29), 并 注意 (2.3.20) 式 , 则 得 到 
下 -9 一 PoGd4Gs 一 TCDGA4Gzs 
(4.8.32) 


Ti = 1a8 

因此 ,(4-8.31) 式 表明 在 随 体 Lagrange 坐标 系 中 ，T'? 和 具有 
相同 的 逆 变 分 量 @ ,而 (4.8.32) 式 则 表明 了"? 和 具有 相同 的 协 
变 分 量 。 

当 # 一 1/2 时 ,难以 求 到 下 3 的 类 个 于 (4.8.27) 或 (4.8.29) 
式 的 实体 (或 绝对 ) 表 达 式 。 但 是 我 们 可 以 得 到 应 力度 量 Tw 在 
Lagrange 标 架 {N} 中 的 分 解 式 。 设 Cauchy 应 力 张 量 + 与 
Kirchhoff 应 力 张 量 在 Euler 标 架 {nm} 中 的 分 解 式 为 


7} 


外 » 
t 一 Ft 2 Wnnn, Hii ™ p A C4.8.34) 
让 F Ff 


将 (4.8.34) 代 和 (4.4.2), 并 和 用 (3.3.22) 式 ， 得 到 第 一 类 Piola- 
Kirchhoff 应 力 张 量 的 表达 式 : 


-1 
让 


rt Dr BiniinN (一 门 (48.35) 
类 似 地 ,将 (4.8.34) 分 别 代 人 (4.8.27) 与 (4.8.29) 式 ,可 得 到 下 om 与 


国 这 一 结论 在 前 面 的 (4.5.67 与 C4.5.8) 式 已 经 得 到 过 。 


se 


四 

TT 了 ?了 在 Lagrange 标 架 中 的 分 和 解 式 ;: 
四 ct a 
To T= D:t.: D* 


:oy 


一 >)renpanNN ( (4.8.36) 
i 1 i J 1 -一 J 
| 3 Ye 
Te 一 了 + -二 
— S11NN (一 站 (4.8.37) 
jr ET 7 1 二 J 


为 了 要 求 他 we， 我 们 着 望 把 变形 功率 ww 写成 以 下 的 形式 : 


刀 改 et 
w= Tu: EV 一 TH, TU C4.8.38) 
二 上 .9.33) 式 对 时 间 = 求 导 ,得 


得 到 


因此 


w= Ts:U (4.8.39) 


4277 * 


式 中 “T? 称 为 修正 Biot 应 力 @: 
条 一 站 -至 (4.8.404) 
将 (3.3.19) 区 与 (4.8.36) 中 式 代 人 ,得 到 全 ?的 分 解 式 : 


有 ;一 7 
= Dini NN ( )) (4.8.406) 


比较 (4.8.35) 与 (4.8.4065) 于? 式 ,可 见 它 们 其 有 相同 的 分 量 。 将 
(4.5.15) 式 改写 成 
了 二 时 


he 《 机 让 册 上 
rt 一 下.T.N 一 RU.T:N 一 R T5 N (4.8.41) 
A 
就 可 以 和 看 出 工 的 物理 意义 ,已 与 构 形 统 (w) 中 面 元 法 向 单位 天 


量 〔, 碎 ) 同时 从 Lagrange 标 浪 庭 转 刘 Euler 栋 架 《 刀 .) 以 后 
就 得 到 在 2(#) 构 形 中 作 几 十 相应 面 光 {面积 为 as) 上 的 力 。 但 是 


入 s 不 是 对 称 张 量 ,所 以 还 必须 加 以 对 称 化 ,把 (4.8.39) 臣 写成 
ww 一 了 (T+ or) C4,8.39Y 
将 上 式 与 (4.8.38) 式 比较 ,可 知 (利用 (4.8.406) 式 ] 
Yom CT 十 生 s*) -~- tCV- T+ TT.U) 
7) 
从 om 与 和 6 入 功 共 声 , 它 称 为 Jaumann 应 力 张 最 。 


在 推导 当 # 为 任 音 值 时 ,与 BE 为 功 共 谣 的 应 力度 量 的 
分 解 式 以 前 , 先 来 推导 与 Hill 的 应 变 度量 要 ( 见 (2.9.28) 式 ) 为 


@ Biot 应 力 相当 于 此 处 的 牙 .Ta 。 寂 *， 


二 耻 和 


wt:d—r:# (4.8.433 


Z 在 Lagrange 标 染 中 的 分 解 式 已 见 (3.4.47) 与 (3.4.53)。 设 rt 的 
分 解 式 为 
f= ru PNN 〔4.8.44 
I I 


将 (3.4.36) 折 与 (4.8.34) t 代入 (4.8.43) 式 中 , 同时 将 (3.4.440) 


Yr 


8 与 (4.8.44) 2 代入 (4.8.43) 式 右 册 ,得 到 


必 
> Pudi 一 FY) rn(@)u C4.8.45) 
Erf | = 


将 (3.4.49) (多 Juj 代入 , 比较 对 应 项 dij) 的 系数 ,得 到 
4 十 4 


TU 一 一 人 二 上 机 


FUN) 34 ° 

(i 一 了， j 一 了 不 对 指标 取 和 ) (4.8.46) 
鼠 然 (4.8.46) 式 中 右 端 的 系数 怡 与 (3.4.49) 式 中 右 端的 系数 互 为 倒 
数 。 式 中 pi， 7) 所 (3.4.50) 式 。 对 于 Seth 应 灰 度量 类 , 功 共 谣 的 
应 力度 量 TT" 在 Lagrange 标 架 中 的 分 解 式 则 为 


Ta) 一 [工人 NN 
名 Or (4.8.47) 


十 


在 
Te ol 
‘ rp pl 站 2 和 3 


tisy 
"| 


武 中 gli, 了) 见 (3.4.53) 式 oe 


5 


当 4 一 0 时 ,将 (3.456) 式 的 gp(i, 门 代 人 (48.47) 得 到 与 对 
数 应 变 张 量 EE 功 共 统 的 应 力度 量 To 


T™ ~— 5) (TNN (4.8.48) 
i { 
式 中 
人 _ 
CF, ZE (i 二 了 ,不 对 指标 取 和 ) (4.8.494) 
i FE _ 1: 1 , 
9] me + 二 4.8.495 
C ar 342 JoA ln Wh C ) 
[天 | f EF 


{= 了 1 一 ] ,i 半 了， 不 对 指标 取 和 ) 
将 {4.8.495) 式 在 L114 一 1 附近 展开 ,可 得 


Le 
CT = fii) | 十 二 (ln 1 — ln Ay 十 -，， | 
和。 
™ oh EE 下 人 (Ep 一 Ed) 十 | (4.8.50) 
应 


(i 一 1,j 一 7, i*ej, 不 对 指标 取 和 ) 
由 {4.3.49a) 与 (4.8.495) 或 (4.8.50) 式 可 以 看 出 : 涩 Kirchhoff 
应 力 张 量 t 的 主 方向 沿 Euler 标 架 时 , top 一 0 当 ; 关 ?因此 


(Typ 一 0 当 1 和 < J， 且 由 (4.8.494) 可 得 
全 o 一 良 * . 主 . (4.8.51) 
上 首 时 右 端 称 为 Lagrange 标 架 Kirchhoff 应 力 , 它 罕 示 把 Kirchhoff 
应 力 从 Euler 标 架 族 转 到 Lagrange 标 染 的 结果 : 
0 


R* " t. RR 二 一 > toh NN (C4.8.52Y) 
申 jj 二 


一 华 关 和 


但 是 车 Kirchhoff 应 力 t 的 主 方向 不 是 沿 Euler 标 架 时 ， 则 


(4.8.51) 式 只 是 近似 成 立 ; 由 (4.8.50) 式 可 以 看 出 (4.8.51) 式 两 端 之 
盖 属 于 对 数 应 训 ( 越 Green 应 变 ) 分 量 的 二 次 项 。 四 此 ,通常 有 时 


各 


就 把 Lagrange 标 架 Kirchhoff 应 力 R*… t:R 近似 当 作 与 对 
数 应 变 张 量 EE 相 兴 应 的 应 力 。 
549 精 不 等 趣 


一 、 焕 不 等 式 , 粹 平衡 方程 


以 1 表示 物体 每 单位 尖 量 的 炉 ( 或 称 灶 的 质量 密度 }，9 表示 
温 谋 (绝对 注 度 ), 并 且 


ag>0 (4.9,1) 
物体 任意 部 分 » 网 总 炉 为 
H= | dt (4.9.2) 
热力 学 告诉 我 们 
玉宇 一 |. Es : Ndia + |, 方 opt {4.9.3) 


式 中 hf9 称 为 炉 流 ，e/9 称 为 炉 源 。 (4.9.3) 式 称 为 米 不 等 式 ， 

或 Clasius-Duhem 不 等 式 ， 也 就 是 积分 形式 的 热力 学 第 二 定律 。 

(4.9.3) 式 中 对 于 不 可 道 过 程 取 “ 疡 ”号 ,而 对 可 逆 过 程 则 取 一 号 。 
定义 物体 的 “部 分 的 烂 生 成 率 T 为 (4.9.3) 式 两 端 之 其, 即 


了 一 一 上 hh . of -L 了 
产 一 | Sh. ng +|, bopdo tT (4.9.4) 
令 了 7 为 每 单位 质量 的 烽 生 成 率 , 册 
rT =|, rod (4.9.5) 


* 26] * 


(4.9.4) 式 称 为 积分 形式 的 地 平衡 方程 。 将 (4.9.4) 式 与 一 般 积分 形 
式 的 平衡 方程 (4.1.2) 对 比 , 可 见 对 于 痛 的 平衡 ,(4.1.2) 式 中 各 个 最 
取 

9 一 9 qd 一 二 h, sm otr (4.9.6) 
将 (4.9.6) 式 代 信 一般 微 分 形式 的 平衡 方程 (4.1.3)， 得 到 微分 形式 
的 粮 平 衡 方程 ,或 称 炉 的 场 方 程 : 


上 ? 1 
A 9 ? 如 


l/lipl.vr” 9. 
和 1 (+n) Vio+7 (C4.9.7) 
{4.9.7) 式 先世 8 以 后 ,可 以 改 号 成 以 下 的 形式 : 

| _0 1 下 

0% 2 (tb) V+at Or 


[lp.: lyl. 
2 | Ch v)+ (Sy) h |+e+ or 
好 

0j 一 一 Ch ++ 睫 5 (67): hi+o+0r (C497Yy 


(4.9.7) 或 (4.9.7) 式 也 可 称 为 人 分 并 式 的 热力学 第 一 定 入。 由 
《4.9.3) 与 (4.9.5) 式 , 闯 生 成 重 为 正 : 
rT 守 0, 7Y 守 0 (4.9.8) 

我 们 也 可 以 由 热力 学 第 一 定律 (4.8.14) 式 与 热力 学 第 二 定律 
(4.9.7) 式 消去 热源 gg。 把 (4.8.14) 式 除 惧 P 后 与 (4.9.7) 式 相 贱 ， 
得 到 > 

上 一 时 一 了 td 一 二 (eV) h 一 67 

即 


" 262 * 


| Yr ] * 
By 一 有 2+ td———h: 于 ,99 
入 7 了 (ov ) 《 ) 


将 每 单位 质量 的 精 生 成 率 Y 分 为 miat 与 两 部 分 
FY = Yiat tt Yup : 【4.9.10 
这 两 部 分 的 定 区 陈 为 
gr 一 对 一 上 十 十 贡 | 
(4.9.11) 
) 
Orm—— Lh. (ov) 
2 


Yint 与 Ya 可 称 为 粹 生成 率 (每 单位 质量 } 的 内 台 部 分 与 热 的 部 
分 o 

我 们 也 可 以 不 用 内 能 。， 瑟 必用 自由 能 出 (每 单位 质量 )， 它 
的 定义 是 


内 此 


=e— On (4.9.12) 


中 十 1 一 上 一 0 
(4.9.11) 式 可 写作 
Bri 一 一 中 + d 
(C4.9.13) 
By 一 一 了 工 (6V) 
p08 


在 后 面 第 八 章 中 ( 邮 (8.1.11) 式 ), 将 证 衣 对 于 热 弹 性 材料 
int ™™ 0 
" (4.9.14) 


or 一 ru 一 一 六 (9¥) 


此 村 (4.9.7} 式 简化 为 名 


国 见 后 (5.1.23) 式 


ey ri 本 


人 i 一 一 二 (hv)t+o 


二 、 粹 平衡 方程 在 构 形 多 (5)] 中 的 表示 


将 (4.9.6) 式 的 各 个 量 各， 与 代 人 (C4.1.10) 式 ,得 到 烯 平衡 
方程 在 构 形 鹃 (nm) 中 表示 的 积分 形式 : 
_ 1 . 六 
站 一 一 | th. Fb. aA 
1 
十 | 全 5 十 7) paV (4.9.15) 
式 中 四 (49.2) 式 ， 
H= |, spa (4.9.16) 


9 为 在 鹃 (人 构 形 中 对 应 于 * 的 固定 域 , .er 表示 区 ”的 表 证 。 
利用 (4.8.23) 式 、 则 炉 平 衡 方程 积分 形式 (4.39.15) (积分 形式 的 热 
力学 第 二 定律 } 可 写作 
了 一 一 210. a 了 了 ’ 
人 | HdAT | (32 tr) pay (4.9.15) 
相应 地 ,由 (4.1.11) 式 得 到 瘤 平衡 方程 在 构 形 鹏 (mm) 中 表示 
的 微分 形式 : 


_} 
p.m fl a 
it (Fh D*) 口 wm 人 tr 0 


利用 在 缀 (1) 构 形 中 热流 矢量 HH 的 定义 (4.8.23) 式 , 上 式 可 写 
作 


t 
Pe 十 一半 st7r})=0 


264 。 


1 1 区 
一 一 一 一 一 三 vw 十 一 -一 十 十 .号 . 寺 7 
" (3 A) Pa ( ) 


仿照 前 面 {4.9.7)' 式 的 推导 ,将 (4.9.1) 式 鞠 以 8 后 ,经 化 简 可 得 
gn— — LH. yt L(yv)-. H+ietor (4.0.17y 
po pad 
{4.9.17) 或 (4.9.17) 起 也 可 称 为 在 构 形 统 () 中 表示 的 微分 形式 


的 热力 学 第 二 定律 。 仿照 前 面 (4.9.9) 至 《4.9.13) 式 的 推导 、 将 
(4.8.25) 式 除 以 p 后 与 (4.9.17) 式 相 减 以 消去 热 泊 zo, 得 到 


Hr = By 十 BY (4.9.18) 
式 中 


8yi Or— st iw 
Ha 
j++iw (4.9.19) 
po 


by — iH. (vy) .4.9.20) 
nD 
习题 45 利用 [4.8.23) 式 太 关 系 式 : 
0V = (0v): Db 
证 明 
1 》 1 * * 
— h: (6v) 一 一 下 (08v) 
p po 
[ 独 示 ] 
1h-: (0y) — Lh. Hev) .Db1- th. Db*. ev) 
p 和 
一 上 HT . (6 ) 
py 


"GS + 


第 五 章 本 构 理 论 


$5.1 31 言 


Cauchy 运动 律 (4.3.3) 与 (4.3.9) 式 ( 非 极 性 材料 ), 一 般 说 
来 、 不 能 完全 确定 物体 中 的 由 力 与 物体 的 运动 。 还 必须 知道 材料 
的 力学 行为 ， 即 物体 的 应 力 与 运动 之 间 的 关 夭 。 这 个 关系 称 为 本 
构 关 系 ,或 本 构 方 程 。 

怎 冬 来 硼 定 适合 于 材料 的 术 构 方程 呢 ? 例如 ， 荣 一 类 型 的 实 
际 和 材料 具 友 某 些 共同 的 特性 。 我 们 可 忆 反 这些 特 性 用 精确 的 数学 
形式 表达 ,但 是 必须 满 中 一举 芒 理 量 理 。 本 章 的 目的 就 旺 讨 论 这 
些 原理 。 但 是 渤 有 一 些 浮 数 , 关 秒 料 而 异 ,可 称 为 材料 应 数 ，。 它 们 
需要 四 试 险 豆 定 。 

举 一 个 站 亚 的 例子 。 有 一 大 类 的 材 糙 ， 例 如 大 多 数 金 属 ， 林 
材 \、 玻 蚁 半 , 它 科 控 近 杆 刚性。 它们 的 本 构 美 系 在 一 定 的 形 力 内 时 
已 经 知道 了 ,3 站 已 沿用 了 一 百 多 年 ,六 不 需 朗 这 样 一 些 原理 来 建 并 
它们 的 本 构 关 系 。 它 们 的 本 鬼 关 系 很 简单 ， 就 是 应 力 与 小 应 变 的 
线性 关系 。 其 中 包含 一 些 材料 常数 。 每 种 材料 的 弹 和 性 管 数 由 试验 
定 出 。 这 就 是 所 谓 线 弹性 理论 。 

关于 材料 的 物质 结构 知识 与 本 构 方 程 的 关系 ，Leighd 认为 : 
应 用 固体 物 弄 的 知识 有 可 能 定性 地 导出 某 些 非 线 性 材料 的 性 质 ， 
这 对 于 确定 某 些 非 雏 人 性 材料 的 本 构 方 程 , 可 能 是 一 个 有 用 的 方法 ; 
永 用 粒子 物理 学 在 可 能 计算 出 材料 常数 。 但 是 迁 今 为 止 的 经 驻 证 
有 明 , 对 于 大 多 数 非 娱 性 奢 习 而 当 ; 要 得 到 准确 的 结果 ， 目 前 是 办 不 
DD Leigh, Nonlinear Coatinuum Mechanics, 1968 


站 全 而 站 


到 的 。 因 此， Leigh 认为 从 工程 技术 的 观点 来 看 ,材料 的 粒子 物 更 
的 作用 在 于 设计 与 创造 具有 新 的 定性 与 定量 特性 的 材料 。 

对 于 具有 非 线 性 性 质 的 材料 。 和 如 何 米 得 到 它们 的 合适 的 本 构 
方程 呢 ? 早年 的 办 法 是 在 线性 方程 (例如 线 弹 性 国体 与 线性 粘性 
流体 ) 的 基础 上 增加 非 线性 项 ,并 用 试验 来 确定 新 的 材料 常数 。 但 
是 ,增加 非 线 性 项 的 做 法 有 无 穷 多 种 ,这 样 艇 势必 有 随 合 注 。 因 此 
人 们 就 注意 到 ,有 一 些 基本 的 原 娃 必 须 遵 御 。 最 基本 的 是 两 个 "不 
变性 原理 ”。 后 来 ,人 们 就 不 是 对 线性 材料 作 一 些 补充 ， 而 是 直接 
去 定义 更 为 广泛 的 非 线性 材料 。 这 样 数 ,物理 上 更 为 直 护 ,数学 上 
区 不 增加 困难 。 

第 一 个 不 变性 原理 , 称 为 坐标 不 变 福原 理 , 则 任何 一 个 物理 过 
程 频 与 我 们 丙 选 用 区 朱 述 它 的 坐标 条 无关。 

如 果 在 方程 中 站 接 用 标量 、 和 天 间 与 张 旦 的 记 法 ( 妈 抽 多 记 法 ， 
元 需 假定 坐标 系 ) 来 描述 物理 量 ， 则 坐标 不 变性 自然 满足 。 当然 ， 
也 可 以 只 用 茶 一 个 基本 坐标 系 中 的 分 量 来 表示 ,在 共 他 坐标 条 中 
的 表示 有 形式 可 由 张 量 分 量 的 坐标 转 痪 关系 得 到 。 

男 一 个 不 变性 原理 为 标 架 无 差异 原理 (简称 PM1), 或 称 客观 
性 原理 由 。 

在 讨论 这 个 原理 以 前 ， 我 们 先 讨 论 标 架 与 慰 滁 转换 的 概念 。 


; 5.2 标 哥 、 标 染 转 换 , 标 量 、 和 天 其 与 
张 量 的 客观 性 
一 、 标 架 、 标 架 转换 
标 玉 一 词 往往 用 于 表示 坐标 系 。 但 是 在 连续 介质 力学 的 标 架 
无 差异 原理 (PMI) 中 的 押 亩 慰 染 , 则 在 才 名 有 时 钟 的 羚 考 本 一 一 
“时 - 空 系 ”。 


地” 革 他 名 称 为 材料 七 差异 诛 理 ;材料 客 观 性 原理 。 
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在 一 个 标 架 F 中 观察 一 个 事件 的 结果 是 {p, 寻 ， 其 中 p 为 事 
性 发 生 的 位 置 ，* 为 事件 发 生 的 计 刻 。 在 另 一 个 标记 久 中 观 窒 同 
一 个 事件 ,结果 则 是 { 名 ,?j。 假 定 测 量 的 单位 稻 同 ,即时 钟 的 快 进 
一 样 * 不 同 的 时 钟 只 是 计时 的 起 点 不 同 , 改 

一 上 十 aa (5.2.1) 

式 中 本 为 一 弟 数 。 

因为 采用 抽象 记 法 ， 举 标 不 变性 已 经 满足 ， 所 以 为 了 清楚 起 
见 ,我 们 采用 笛 卡 交 举 标 系 作为 参考 举 标 架 。 


图 5.1 


图 5.1 表示 两 个 不 同 的 标 架 F 与 上 。 标 架 的 谷 标 原点 为 
0 ,和 英 卡 儿 维 和 标 系 基 矢 晤 为 ,和 ,多 ， 而 标 架 于 的 坐标 原点 为 6, 
节 卡 儿 坐 标 系 基 矢 量 汶 i , 匡 , jo 连接 原 反 的 大 最 为 G0=b()o 


蕊 天 量 之 间 洲 足以 下 关系 : 
QO- i, 一 于 
(kz i = 
QO :ii (5.2.2) 


从 标 架 PF 与 去 观察 同一 个 事件 , 除了 观察 到 的 时 间 * 与 7 有 


ss 六 + 


65.2.1) 式 的 关系 以 外 ,从 标 架 F 观察 到 的 事件 发 生地 后 4 的 位 轩 
为 zs， 而 从 标 架 所 观察 4 点 的 位 置 为 ge 用 了 和 名 分 别 表示 
标 架 中 的 观察 者 根据 从 邓 和 上 标 架 观察 癌 一 点 位 置 而 构造 的 矢 


径 , 即 Pp xiit, PD — xxxs 


图 5.2 


从 图 51。 由 简单 几何 关系 
64— 50+ 


一 


心 


也 许 有 人 认为 

Po—b(t)T+p 
其 实 不 然 。 我 们 以 图 5.2(s) 所 示 海 面 上 的 两 条 船 为 例 。 FF 船 相 
对 于 下 船 有 一 个 以 ba 束 示 的 平移 运动 和 一 个 以 QQ@) 表示 的 
转动 。 为 了 更 清楚 地 说 明 问 题 ,. 我 们 不 六 先 假定 两 船只 有 相对 的 
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转动 而 无 相对 的 平移 运 涉 (bt 一 0), 如 图 35205] 斯 示 。 国 于 两 
个 船 的 相对 转动 ,它们 对 同一 事件 A { 即 矢 径 口 有 ;所 观 赛 到 和 的 结 
果 是 不 杭 同 的 。F 船 所 观察 到 的 4 的 方位 为 中 的 前 方 诺 艇 站 和 角 。 
而 FF 高 所 观察 到 的 4 的 方位 则 为 船 的 前 方 左 艇 5 和 解 ; 这 个 观察 结 
和 朱 的 差异 & 一 a 正 是 下 船 相 对 于 EE 船 的 逆 时 针 转 动 佣 。 现在 假 
想 事 件 4【《 即 天 径 04) 也 随 善 了 船 一 起 逆 时 壬 转动 到 4( 即 矢 径 
4， 那么 下 船 根 据 卫 船 对 4' 的 观察 结果 梅 造 的 矢 径 ( 以 pa 让 
了 示 ) 应 该 与 船 对 4 的 观察 结果 (以 Bs 表示 ]) 相 司 : 
pa 一 Px 

.但 是 事实 上 ,4 襄 忻 并 没有 做 上 述 的 道 时 针 转 动 ;因此 对 于 F 船 上 
的 观察 者 说 腾 , 由 于 入 咸 谎 不 到 自己 随 F 船 的 遂 时 和 畦 转动 以 QQ) 
表示 }}， 及 而 觉得 事件 是 从 4A 顺 时 针 转 动 ( 区 QD * 表示) 到 A。 
因此 潜 以 ps 表示 祝 船 根据 F 新 对 妇 点 观测 的 信息 而 构造 的 矢 径 ， 

ps — OG)* - par 
综合 以 上 两 式 , 得 到 从 图 5.2(8) 的 下 设 和 从 船 观察 同一 事件 4 
的 结 朱 px 和 Bi 之 间 的 关系 : 

Pa = Q(tN™Y. Ba 
因此 ,省 去 表示 同一 事 侍 的 下 标 4， 得 到 

和 一 已 (pp 

由 此 可 见 ，P 实际 上 表示 下 船上 的 观察 者 根据 卫 船 对 事件 4 观测 
的 信息 (前方 左 航 汪 和 角 ) 所 梅 午 出 来 的 矢量 04 钙 。 当 两 船 不 但 有 
相对 转动 而 且 有 相对 移动 ,如 图 5.2(a) 与 图 5.1， 则 上 式 应 改 为 


B= bt) FQ) :pp (5.2.3) 


鄙人 以 后 当 说 从 F 标 哥 观察 一 矢量 为 u 时 ， 于 总 是 指望 标 架 中 的 观察 者 很 所 亚 
和 祭 架 观测 的 情 息 (分 重 4》 构造 (< 配 上 FF 标 株 的 苞 和 拓 量 议 》 出 来 的 矢量 。 


Lr | 电 


此 式 说 明 , 图 5.2(e) 与 图 5.1 中 的 矢量 04 应 该 等 于 


04 一 Qco -p 
式 中 


p= OA 
(5.2.3) 式 表示 在 标 架 站 中 与 到 中 两 个 观察 者 观察 到 的 周一 个 位 
置 的 撩 径 和 与 p 的 苇 狐 关系 。 bf 表示 了 了 标 架 和 家 对 于 闻 标 加 的 
平移 ， 而 多 (9 为 一 下 区 变换 ， 表 示 旦 标 架 相对 于 闻 标 架 的 转动 
(或 转动 加 反射 )。 按 图 5.1, (5.2.3) 式 各 项 的 表示 如 下 : 
P= x 十 7 二 十 ls 
QO: p= xi t+ xh 二 x 《5.2.43) 
镍 一 i 十 Ci 十 bi 一 bizy xi 十 xjj; 十 x 市 
对 同一 个 物理 现象 ,或 物理 总 。 不 同 的 观察 者 在 祝 或 中 观 
罕 每 的 结果 之 间 十 有 一 定 的 关系 的 。 全 如 次 个 事件 的 时 间 间 霹 ， 
由 (5.2.1) 式 ， 
一 
对 于 两 个 不 同 的 标 架 来 说 ， 观 察 到 的 值 是 相等 的 。 又 例如 同一 个 
事件 的 地 点 , 对 两 个 不 间 的 宗 闹 说 来 观察 逢 的 撩 径 名 与 P 满 足 
《5.2.3? 式 的 标 架 转换 关系 。 
按照 各 种 物理 芒 折 满足 的 标 架 和 续 换 关系 、 求 区 分 物理 量 基 客 
观 的 ,还 是 非 客 观 的 。 


二 、 物 理 景 的 客观 性 一 一 客观 量 
1. 标 量 的 客观 性 
若 对 于 某 标 星 ， 晤 不 同宗 典 下 与 F 中 的 观察 者 观 罕 的 结果 
与 i 恒 相 同 , 即 
i=1 《5.2.5) 
则 称 此 标量 为 客观 标量 (简称 窗 观 量 )。 
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例 1 斋 事 件 的 时 间 间 隔 是 客观 标量 。 
例 2 图 5.1 的 矢 径 长 度 不 是 客观 标量 , 因 汶 
| 各 | < 1p| 
例 34 发 生 在 同一 时 好 的 两 事件 的 空间 距离 为 客观 标 守 。 
证 把 (52.3) 式 用 于 发 生 在 同一 时刻 :的 两 事件 ,得 到 
B= bu) TQG.p, 
Bh bi +t QD:p 


两 式 相 减 ,得 到 
和 一 着 一 QF (PCO P) 《S.2.6) 
因此 
(Bi B= QD pp): [QU (p— pi)] 
一 《人 了 Pa 一 pyY 
故 . 


| 名 : 一 Bl < 一 |p; 一 pil 
满足 标 架 转换 关系 (5.2.5) 式 , 所 以 发 生 在 同一 时 间 + 的 两 事件 的 
空间 陋 离 为 客观 标量。 . 
例 4 体积 .质量 、 质 景 密度 (每 单位 体积 的 质量 )， 温 度 等 部 
是 客观 标量 。 
2. 天 量 的 客观 性 
《5.2.67 式 表 示 连 撑 同 一 时 肇 发 生 的 两 事件 好 点 的 矢量 Pp 一 
BR, 的 标 架 转换 关系 。 凡 任 一 个 饼 量 器 ,在 不 司 的 标 架 与 中 观 
察 到 的 结果 ,满足 类 似 于 (5.2.6] 式 的 关系 , 即 
六 二 人 (5.2.7) 
则 称 此 矢量 为 客观 夭 县 { 简称 客观 量 )。 
(5.2.7) 式 称 为 客观 矢量 的 标 架 转换 关系 。 
。 易 证 如 也 与 为 客观 天 量 : 则 Q v 为 客观 标量 ,因为 
-QD DQ :uv 
例 1 过 接 在 同一 了 时刻 * 的 两 事件 地 点 的 天 径 Pj 一 BP 为 客 
。272 。 


观 天 晤 ( 见 (5.2.6) 式 ) 
例 2 质点 的 速度 己 不 是 容 观 扶 。 
将 (5.2.3) 式 对 上 时间 # 求 导 , 得 
各 一 PP) TQ PTAQD :Pp 4 (5.2.8) 
站 QQ .让 (除非 四 一 0 QO 一 0) 
因此 不 满足 客观 矢量 的 标 架 转换 关系 (5.2.7) 式 。 万 以 质点 的 速 
度 瑟 不 是 客观 天 量 。 
我 们 来 讨论 45.2.8) 起 各 项 的 几何 意义 。 概 定 以 标 架 老 为 
“绝对 ” 标 架 , 则 名 为 绝对 速度 。 由 (5.2.4) 式 中 第 三 式 ， 
一 
这 里 对 笛 卡 儿 坐 标 中 的 分 量 我 们 也 允许 用 加 一 点 “，… 的 记号 表示 
对 时 间 上 的 物质 导数 中 。 又 由 (5.2.4) 第 一 式 
站 一 充填 4 而 十 i 
- 再 利用 《3.2.2) 式 , 可 得 > 
OQ 二 
它 青 示 “ 相 对 ”速度 ( 即 质 点 相对 十 标 架 之 速度 )。 由 (5.2.3) 式 ， 
解 出 
p= QON*.(P— bu)) 
代入 (5.2.8) 式 中 ,得 


BQ :pth + 0 0 Bob ) (5.2.9) 


式 中 | 
QD C=Q0 :QD+* (5.2.104) 
Qt = 0 QO (5.2.10b) 
仿照 (3.3.31) 式 的 证 有 明 过 程 , 易 证 名 ?tf) 为 一 反对 称 张 量 ,部 
0 一 一 加 pf 站 《5.2.117 


全 ”一 般 悄 况 下 ;记号 *:” 丰 名 和 许 电 于 拓 区 或 线 量 的 分 二 ?以 将 引起 错 渴 。 
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天 此 {35.2.9) 式 的 右 端 第 三 项 者 示 旋转 速度 * 
QP (和 一 Pb) 一 ol X (一 上 (六 
式 中 角速度 六? 0D 为 名? (的 之 反 偶 : 
we = 一 三 E29 (2) | 


(5.2 9) 式 可 写作 本 
和 一 QO 站 十 bf 二 aofi X (BC— bcD) 《5.2.9 了 了 
此 式 表 未 理论 力学 中 相对 运动 的 速度 合成 定理 ， 右 端 第 一 项 表 永 
相对 速度 ,第 二 与 第 三 项 表示 牵连 速 虐 。 
例 质点 加 速度 卢 不 是 客观 最 
将 (5.2.9) 式 对 时 间 : 求 导 ，, 得 (路 去 自 变 量 * 不 写 , 下 辣 ) 
各 一 QQ， 站 十 他 -+b+20. (Sb) 
+ Or?. (So—b) 
式 中 右 端 第 二 项 的 户 用 (5.2.9) 式 解 出 的 结 灶 , 见 
百 一 Qr [Sp—b— 0 各 一 b)] 
代入 ,并 利用 (5.2.104) 起 ,得 到 
BP~—Q:B+b+20°.(b— ib) 
(0? — 0 . 20). (SC— b) 
OB 二 +i200 x Sb)+w? x ($b) 


—w? Xx [oa x (Pb}} (5.2.12) 
:BB (除非 BE 一 0,Q 一 0) 
因此 加 速度 不 是 客观 矢量 。 
(5.2.12) 式 右 端 第 三 项 的 多 一 bb 可 用 由 《5.2.9) 解 出 的 结 


果 , 即 
$— bmQp+rox ($B — b) 
代入 并 化 简 后 得 到 
“27 本 。 


BQO.B+btw x tw x (Sb)] 
wr x (Bbw x OQ. BY (G52.127 
此 式 表示 理论 力学 中 的 加 速度 合成 定理 。 右 总 第 一 项 表示 相对 娜 
速度 ,第 来 项 表示 哥 氏 加 速度 ,其余 诸 项 表示 牵连 加 速度 。 
例 4 我 们 假定 力 革 为 客观 天 量 , 即 
f— Qf 
3, 张 量 ( 二 阶 ) 的 客观 性 
设 盏 与 Y 均 为 客观 矢量 , 即 满足 !5.2.7 式 的 标 架 转换 关系 : 
= QG) :1n, FQ 'v (a) 
假定 在 标 架 Ff 中，9 为 v 的 线性 变换 , 以 B 表 示 此 线性 变换 张 量 
(二 阶 》, 即 


了 一 了 下 -TY (Ch) 
而 在 标 架 台中 , 首 为 和 的 钱 性 变换 ,线性 变换 张 量 为 号 ， 即 
省 一 下 -和 (ce) 


假定 ws v, 首 , 闻 为 任意 一 组 满足 (4a), (5), (c) 式 的 矢量 。 
实际 上 , B 与 B 是 在 不 同 的 标 架 F 与 中 实现 对 应 的 客观 矢 

量变 换 的 二 阶 张 量 。 我 们 要 间 , 名 与 马 之 问 满 足 什么 样 的 关系 % 

由 Co), (5), (<) 式 ,可 得 

EQ :0m QD -BDA .BB-.QW*.¥ (和 

将 (d) 式 与 (ce) 式 比 较 ,并 考虑 到 的 什 疙 性 ,可 见 


B— Qt:.B. QO (5.2.13) 
附带 指出 ,如 果 把 (2)，(c) 式 政 为 
u—>v'B ~—¥.B (e), (A 
午 复 上 面 的 讨论 , 即 


d= QQ: =u QMN*=Y:B. Qn" 
一 TF: :BB. OQ)* 
将 上 式 与 (f) 式 比 较 , 同 样 也 得 到 (5.2.13) 式 的 结果 。 
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我 们 定义 凡是 符合 (5.2.13) 式 的 标 架 转换 关头 的 张 量 (二 阶 》 
称 为 客观 张 量 (简称 客观 景 )。 
客观 矢量 的 标 架 转换 关系 【5.2.7) 式 中 “Q(z) .表示 对 矢量 
u 作 正 交 变换 (旋转 ,或 旋转 加 反射 ), 而 客观 张 量 的 标 架 转 换 关 系 
中 “Q(z) . “表示 对 张 量 B 的 前 矢量 作 正 交 变 换 , 同时 “QC ** 
表示 对 张 量 也 的 后 矢量 作 正 交 变 换 。 我 们 称 所 得 到 的 张 量 衣 为 
B 的 正 交 上 变换。 
容易 证 明 客 观 张 生 具有 一 系列 的 和 性质, 例如 : 
(1D 若 B 为 客观 张 量 , 则 trB， 行 列 式 detB 均 为 客观 标量 ; 
(2) 车 证 为 客观 张 量 ,并 定义 
B* 一 (B)*, B-'— (B)-', Bi 一 (B):, Br ~— (B): 
(z 为 自然 数 ), 则 B*,B-!, B:, B" 亦 为 客观 张 量 , 即 
Br 一 QCD Br QO*, Bi Q(B QO* 
BQ BQ0*, Pr 人 Q() .BQ(* 
(3) 若 M. N 为 客观 张 蚌 , 则 网. N 为 客观 张 录 ,MIN 为 客 
观 标 量 ,等 等 。 
客观 张 手 最 明显 的 一 个 例子 就 是 度量 张 量 工 , 因为 
i QO :1 QO* 
例 1 Cauchy 应 力 张 量 + 为 安 观 张 量 % 因为 由 (4.2.4) 式 


t .n= tt, 
n 与 t, 都 是 客观 矢量 , 故 t 必 为 客观 张 量 ， 
| t— QC -t. QC) (5.2.14) 
Kirchhoff 应 力 张 量 t 一 +t 亦 为 客观 张 量 。 但 注意 其 他 一 些 应 
力 张 量 不 是 客观 量 ( 见 下文 的 便 6) 
例 2 变形 梯度 沪 不 是 窑 观 最 。 
假定 在 初始 时 刻 时， 两 标 架 是 重合 的 ， 因 此 各 一 p。 由 
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(5.2.3) 式 , 两 端 后 面 加 运算 符 全， 得 到 
BV ~ QC) .pv 
即 ， 
， D~-Qwm.b (5.2.15) 

由 此 可 见 , DD 不 服从 客观 张 攻 的 转换 关系 (5.2.13) 式 ， 因 此 不 是 
客观 量 。 附 带 指 出 ， 将 (5.2.15) 式 与 (5.2.7) 式 比 较 ， 可 对 出 在 标 
架 转 换 时 变形 梯度 了 的 表现 好 似 一 客观 矢量 。 这 是 因为 DD 是 一 
个 两 点 张 量 ， 只 有 前 矢量 是 在 构 形 w(#) 之 中 。 

(5.2.15) 式 也 可 用 以 下 的 方法 证 明 : 出 以 变形 梯度 表 示 的 线 
元 转换 式 (2.3.11)， 

ds~D.aP, dp~Db. dP 
但 线 元 dp 为 客观 矢量 (出 前 画 第 2 小 节 中 之 例 1 ) , 故 得 
d= O00. dp-Q0.D.aP 

与 上 面 的 如 式 比较 , 即 得 (5.2.15) 式 

例 3 Cauchy 变形 张 县 e 及 丰 Cauchy-Green 六 形 张 县 e 


客观 张 量 ;Green ( 即 右 Cauchy-Green) 变形 张 量 不 是 客观 
量 。 . 
如 前 (2.6.15) 与 (2.6.16) 式 ， 在 连续 介质 力学 中 常 把 右 伟 长 
一 下 
张 最 包 与 左 储 长 张 量 。 记 作 : 
lr2 
= Vo=e (C5.2.1€) 
由 (2.8.19) 式 , 可 写 


1 和 Hh Hh 《5.2.171 


ss 


3 区 2 (5.2.18) 
有 R 一 Qt VYV:R 
一 于 


攻 Qc) -时 ， 3 一 
因此 次 非 安 观 量 , 基 也 非 沽 观 量 。 因 世 一 地, 故 C 一 C,C 也 非 
客观 量 。 由 [5.2.19) 的 第 一 式 , 解 出 


R ~ QC)* “RR 
代入 (5.2.18) 式 的 第 二 式 ,得 
说。 其 入 区 
R— QC -VQC* R 
由 此 可 得 


V -QW .VQ (5.2.20) 


因此 六 为 客观 张 量 ， 因而 2 一 与 c 也 都 是 :客观 张 医 。 
例 4 体积 比 为 客观 标量 ,因为 


wt 2 
一 了 5 


PIO FO FC) SI) ~ (3221) 

例 5 关于 场 的 客观 性 的 讨论 。 

在 进行 场 和 的 研究 时 ,总 荐 取 舌 径 p 为 自 变 量 。 在 标 架 下 中 , 自 
变量 为 p:, 而 在 标 架 家 中 , 自 变量 则 为 多 与 p 之 则 满足 (5.2.3) 
式 的 关系 。 假定 在 两 个 标 架 与 中 关 径 p 与 名 在 各 自 的 销 
儿 举 标 系 tr.} 与 {xr} 中 沿 基 矢量 g, 村 gr 的 分 解 式 为 外 

二 ”例如 在 图 5.1 中 ， 由 (5.2,4) 第 一 式 ， 了 一 xi + x + zl, 破 可 到 名 "一 

i, 《注音 。 读 若 不 要 误 似 为 g; 一 记 )， 由 全 .2 .43 第 三 式 , 首 一 到 和 十 兰 生 二 

交 生 。 故 可 取 gy 二 和 x 一 部; 或 考 首 一 BC 十 x 十 xs 二 5 收 可 取 


外 iy <F br Fee 


* 7 * 


疡 一 蕊 8，《【《 对 了 有 求 和 ) {5.2.22) - 


一 x;gt (对 7 了 求 和 ) 
糙 {5.2-22) 式 介 入 {5.2.3) 式 , 合 
xi 一 (xB) 十 by (对 ?+,s 取 和 ,下 同 ) 
或 ， 
QM*. (xg) 一 rg + QWN*: be) (5.2.23) 
《5.2.23) 的 两 式 各 对 x ,#7 求 导 , 得 
Xi 一 RU 区 (5.2.240) 
YE 一 总 人 二- gy (3.2.245) 
{5.2.24) 式 也 可 以 由 (5.2.3) 起 对 x 求 导 ， 及 对 xr 求 导 ， 并 利用 
{5.2,.22) 式 厅 得。 由 (5.2,24) 可 得 
rs = ge QD Tg = QD gt (5.2.25) 
(5.2.25) 式 之 值 等 于 * 坐标 轴 与 x; 坐标 轴 夹 解 之 余 技 。 
(1) 设 # 为 客观 标量 场 , 则 一 /。 则 /8 为 客观 关 量 场 。 这 
基因 为 


Fw 一 7 Br, 1y = fg 
政和 利用 (5.2.25),(5.2.24) 第 一 式 , 得 


7 = 7 Er 二 fs if 本 一 fi, EF = 一 总 《2 ” 究 ， 

— QD (jug) = QW UV) (5.2.26] 

放 加 为 客观 张 量 场 。 
(5.2.26) 式 也 可 以 用 另 一 种 方法 导出 。 取 矢 径 的 标 架 转换 公 
式 (5.2.3) 的 微分 ,或 直接 由 (5.2.6) 式 得 到 线 元 的 标 架 转 换 公 式 : 
d= QW :dp, dp— QO* :dP (g) 

到 了 一 了 的 微分 ,得 到 
(fF) ds = (GV) dp (8) 


+» 几 了 曙 昌 


将 (8g) 的 第 二 式 dp 代入 《如 式 , 可 得 


fy = OF) QOD QO (OY) 
此 妈 (5.2.26) 式 。 
(2) 设 品 为 窒 观 矢量 场 , 即 / 
各 一 Qu) .aa (7) 
网 uw 为 客观 张 是 场 ，u . 玉 为 客观 标量 场 ，u X 史 为 客观 矢量 
场 。 这 是 因为 ,由 (让 式 ， (5.2.25), (5.2.249) 式 


ty < ge = [CC * 旬 ) 二 
一 【QQ rib = CQOD : Hs) (QON . g) 
,~ QD ng QW = QO (ny) * QD (052277 
栈 WF 汶 客 观 张 量 场 。 也 可 用 另 一 种 证 明 方 法 。 取 ( 门 式 的 微分 
得 EP] 
(KV) ,dS QO) (nv)dp CD 
将 (8) 的 第 二 式 dp 代入 0 站 式 , 得 到 
fy — QD) (avy) Qoa | 
此 双 (5.2.27) 式 。 
用 类 似 于 (5.2,27) 式 的 推导 ,可 得 


年 . — (QD 0,) (QD: g,) 
| = WU QD* QU g, 一 HN, " es . 
一 u:y (5.2.28) 
玻 且 ' 罗 为 客观 标量 场 ,以 及 (利用 (2.4.2) 式 ) . 
EXT QW. u) x (QW g) 
— FQONQG) . (un, x g) 
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QW. (uxV) (5.2.29) 
涉 中 因 Q 人 站 为 正 交 张 县 ,其 行列 式 ( 或 第 三 主 不 变 最 ) 7,(Q0)) 一 
二 1; 当 Q() 为 正常 的 取 正 号 ， 而 当 QCa) 为 非 正 常 的 。 取 负 号 。 


因此 ,如 果 Q(z) 只 限于 正常 的 , 则 mu X 加 为 客观 矢量 场 。 
(3) 设 BB 为 客观 张 量 场 , 即 
B— OQ: B. Quy (xX) 


则 吕 : 六 为 客观 矢量 场 。 这 是 因为 ， 由 (如 式 、(5.2.25) 与 
(5.2.24a) 式 , 可 导出 


B. yh, g— (Q00.B. QM) ,rr gy 
— OOD: B,: QON*. (QO gg) 


~ QD:B, gm Q(B.v) (5.2.30) 
故 B. 入 为 客观 矢量 场 。 
由 例 1，Cauchy 应 力 张 最 为 客观 张 量 场 ,由 (5.2.30) 式 
t.y ~ QO CY) (5.2.307 
故 上 ,六 为 客观 矢量 场 。 


例 6 第 一 类 与 第 二 类 piola-Kirehhoft 应 力 张 量 , 和 与 全 
都 不 是 客观 张 量 。 这 是 因为 , 由 《〈4.4.2)，(5.2.14) 与 (5.2.15) 式 ， 


ro Ft Dr FQ tt QU (QW Ds:) 
一 Qt 了 Dr 一 QGD，z (5.2.31) 


因此 ，z 非 客观 张 量 ， 它 的 标 架 转换 公式 (5.2.31) 式 类 似 于 客观 
天 量 。 
利用 (4.5.12)(5.2,15) 与 上 面 的 《5.2.31) 式 , 可 证 - 


+ 者 


be 
i 


(5,2.32) 
因此 , 宇 非 客观 张 量 。 

例 7 速度 梯度 上 与 次 率 w 艾 非 宫 观 张 量 ,而 变形 率 则 是 客 
” 观 张 量 。 它 们 的 标 架 转换 关系 各 为 ( 略 去 QC) 与 gede) 的 白 变 量 
; 不 写 ) 


LQ-.L.oO++0° (5.2.33) 
d—0.4d.0* (5.2.34) 
w—O:.w-O*+ 0 (5.2.35) 


式 中 09 见 (5.2.104) 式 。 此 外 ,加 速度 梯度 张 朋 ,,…… ,ww ,.…… 
亦 都 非 客观 量 。 
为 了 证 明 (5.2.33) 式 ,可 将 《8) 式 写成 以 下 形式 : 


BY 一 SP QD, pvys = EQ (5.2.364,5) 
dp dB 


天 
VV 一 (Yo (PYF) = (YYp) QU (5.2,.370) 
取 其 转 置 ， 
Vev = QD: (Wp) (5.2.375Y 
由 (3.2.8) 式 
和 学 -bnHTQO vtLQcD.P (5.2.8)" 
可 得 


LL YY YY; — QD) (vy) + O00) - (pys) 
利用 (5.2.37a)、 (5.2.365) 及 (5.2.104) 式 , 可 很 


0 QO 4 290) 即 (5.2.33) 式 
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取 其 转 置 。 z 
Lv OO .站 .Qnr — Oo) 
本 以 上 两 式 之 半 和 与 半 差 ( 即 对 称 八 与 反对 称 化 ) ,得 到 
d= OQ0) -4. QO 如 (5.2.34) 式 


w 一 QO w- QO* T0290) 即 (5.2.35) 式 
以 上 结果 也 可 用 男 法 汪 明 如 下 :， 由 (5.2.15) 式 求 导 ,得 


访 一 从 . Dr QO. Bb 
左 端 利用 (3.2.58) 式 ， 右 紫 的 信 利用 (5.2.105) 式 , 然后 再 利用 
(5.2.15) 式 , 得 到 
.B00.b+o. 
~ (00 QE. Q*):D 


两 端点 积 了 D 之 着, 即 得 (5.2.33) 式 
例 8 Rivlin-Ericksen 张 量 入。 为 客观 张 量 , 即 


) 一 人 人， A KE (5.2.38) 
由 于 AAin: 有 两 种 不 同 的 定 交 ,也 用 两 种 方法 证 明 : 
证 1 由 {3.5.17), 好 利用 {5.2.15) 式 ,得 


一 ] 一 


; 有 5 i t 
As, 一 D+*. C.D Qt . D+. C.D ON* 


一 6 - A -人 见 (5.2.38) 式 
证 2 由 (3.5.22) 式 ,并 利用 线 元 的 标 架 转换 公式 Lp), 得 
如 天 


3 
[(ds)*l = dB .A ' dP 


dr 


和 地 全 事 e 


一 dp 人 A dp QA Q*- oh 
因 略为 任意 ,是 入 。, 入 询 为 对 称 , 故 


A 一 Q- A Q* 到 (5.2.38] 式 
例 9 相对 变形 张 量 Dotr) 的 标 架 转换 关系 为 
Dlr) — QQ) Dolr) : QIN 
由 此 可 导出 右 Cauchy-Green 机 对 变形 张 重 Cos(lT) 与 左 Cauchy- 
Green 相对 变形 张 量 Blr) ( 即 egi(r)) 的 标 架 转换 关系 : 
C7) — QO Cr) QO 
B.C) = QC) + Btr) : QCr)* 
上 式 中 的 第 一 式 说 明 ， 当 把 Cw(r) 看 作 是 构 形 -Cr) 中 的 张 量 
时 , 它 是 客观 张 量 ;而 上 式 中 第 二 式 则 说 明 , 当 把 访 ,(r) 看 作 是 构 
形 (7) 中 的 张 量 时 , 它 是 客观 张 量 。 
例 10 客观 张 量 对 时 间 的 物质 导数 不 是 客观 张 量 。 


设 开 为 客观 张 量 @ (例如 t，c，e 等 ), 即 


H = OQ0.: H.: QO (5.2.39) 
对 :+ 求 导 ,得 
oH.Q+rQ.HQ+rQ.H.O 
2 OQ-.H.:Q* (5.2.40) 
因此 H 的 物质 导数 区 非 宏 观 张 量 。 


在 连续 介质 力学 中 常 采 用 Jaumann 导数 , 它 的 定义 是 
H = SH-wHiH.w (5,2.41) 


1 


可 以 证 明 下 为 客观 张 量 , 即 


中 ”这 里 下 为 构 形 < (z 中 的 张 基 ; 即 灶 。 
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-00 QO0)* (5.2.42) 
证 《5.2.35) 式 :人 ,并 利用 (5.2.108) 式 ,得 


w.O-Q.v+Q 
故 有 


OWw-Q—Q-.» (5.2.43a) 
到 其 转 置 ,并 注意 W 为 反对 称 ， 


。 涪 六 六 入 
Or 一 人。 一 一 一 343 


将 (5.2.436 ,5) 代入 《5.2.40), 并 整理 后 :得 


粗 一 0 
利用 《5.2.41) 的 记 法 ,上 式 可 写作 
站 一 Q.H.Qr* 到 (5.2.41) 式 [证 毕 ] 

Jaumann 导数 又 称 为 共 旋 导数 , 它 的 物理 意义 表示 一 与 介质 
共 旋 的 观察 者 所 感觉 的 变化 率 。 它 就 是 从 于 的 先 质 导数 当中 诚 
去 由 于 黄 的 前 矢量 与 介质 共 旋 所 造成 的 变化 率 w :于 以 及 由 于 
HH 的 牛 矢 量 与 介质 共 旋 所 造成 的 变化 率 了 再， w” 一 

下 一 下 一 w 下 一 H ww 一 汪 一 ww 开 十 w 

些 式 恰好 就 是 Jaumann 导数 的 定 尺 式 {5.2.41)o 


三 、 张 量 的 客观 导数 
张 量 的 客观 导数 除了 Jaumann 导数 以 外 , 还 有 其 他 的 几 圳 。 
我 们 采用 牧 质 描述 法 , 即 采 用 Lagrange 坐标 系 {XX*, 1 来 研究 ， 
更 为 方便 。 按 【3.1.35) 式 , 有 的 分 解 式 为 
H = S23(C KY, BACKY, Bs CTX", 6) (5,2.44) 
广 肘 掏 质 导 小 为 


站 


" aH _ dg’s 
H Fn Co | 
; -Bap 


将 (3.1.137) 式 ,到 
d， ? 本 DD n 六 
vv) 站 一 工人 一 (dd 十 克 ) 人 4 


+ Zhe da 如 十 成 4B8 双 4 ds 
dz ds 


dz 
人 信人， 得 
。 dAB ，、、 por nga 
H=@ 全 zB 十 记 43(， 总 4) 各 5 十 有 5 ， 关 p) 


+ dB(w :全 人 + Few : Bo) (5.2.45) 
按 {5.2.41) 式 定 尺 的 Jaumann 导数 , 就 是 上 式 右 闹 前 三 项 之 和 ， 


了 


故 上 式 可 改写 作 (注意 w * Bs 一 一 名 + Ww) 
Ho=Htiw-H-H-w 

即 
H~-H _w-H+-H:w 图 (5.2.41 式 


在 张 量 分 析 @ 中 ,还 引进 了 了 的 另外 四 种 客观 导 煞 Vf, VY， 
Vf 与 Vf: 


dR15 。 ~、 半 和 A 
一 Sa， Vi = 一 人 
= 加 > 
WH 一 - 4 合 “ 仿 g， WP -一 he 信人 (5.2.46) 
把 它们 转 痪 到 Euler 坐标 系 中 后 ,可 记 作 
8 fi 二 _ 
Ve 一 2 ,Bi VE 一 S41 :并 
dz Dr 
宁 ， 
了 一 Sh ggi， VE = Sha : (5.2.47Y 
dr Br 


四 例如 * 敌 考 黄 克 管 等 编 盗 的“ 旨 量 分 秆 “清华 大 学 出 版 社 。 


* 


它们 是 四 个 互 不 相等 的 客观 张 量 。V3 称 为 日 的 Oldroyd 导数 ， 
它 相当 于 在 (5.2.45) 式 右 端 只 取 第 一 项 。 它 表示 一 个 与 介质 共 旋 
同时 又 共 变 形 的 观察 者 所 感觉 的 变化 率 ， 这 个 观察 者 可 以 说 与 介 
质 融 为 一 体 , 既 感 受 不 到 介质 的 旋转 (以 旋 率 w 表示 )， 也 感受 未 
到 介质 的 变形 { 以 变形 率 和 表示 ), 因 此 这 个 观察 者 感受 不 到 介质 
的 随 体 协 变 基 和 会; 的 变化 .VS 称 为 是 的 Cottor-Rivlin 导数 ,又 称 
对 流 导 数 ， 常 以 直 表 示 。 它 表示 一 个 感受 不 到 介质 道 变 基 各 变 
化 的 观察 者 所 感觉 的 变化 率 。 

当 我 们 求 两 个 张 量 的 双 点 积 的 物质 导数 时 ， 其 中 一 个 张 量 用 
Oldroyq 导数 , 另 一 个 张 呈 用 Cottor-Rivlin 导数 将 是 方便 的 , 例 
如 

所 (H:K) 一 二 [4 于 .6 


4 dap — 和 


Fj 
一 十 有 45 二 j 一 过 a 
AF kas dr 7 


Jaumann 导数 日 最 为 常用 。VE,-…. ,V4 都 可 以 通过 下 表示 , 例 
匣 


Vi 一直- (vv) .HH (vr) 


一 理 -_-d.H_H-ad (5.2.48) 
VioH+(vr)-.HtH.: (vy) 
一 人 十 当日 十 日 - 当 (5.2.49) 


现在 我 们 以 Cauchy 应 力 张 昌 主 为 例 ， 来 说 明 其 物质 导数 

不 适 于 用 来 描述 材料 应 力 状态 的 变化 , 图 5.3 示 一 受 拉杆 ,连同 它 

所 受 的 沿 杆 轴 方向 的 泣 应 力 不 4 一 const) 在 平面 内 以 角速度 mn 

旋转 。 以 +’ ** 家 示 平面 内 固定 的 笛 卡 儿 全 标 轴 ，%, 为 固定 的 
.F387 + 


基 矢 量 , 而 六 x* 表示 固 结 于 杆 上 并 和 盾 一 起 绕 吕 点 旋转 的 箔 卡 
几 侍 标 轴 i, iy 为 旋转 的 基 笑 量 , 杆 内 的 Cauchy 应 力 张 量 汶 
让 一 A ogconhi 十 infih 


十 sin coreostotf ii + Li,)l] 


其 物质 导数 为 


» 于 
t 一 二 一 入 
? 


w= Kiof — sin 201%, + sin 200fh 十 cos2entii 十 这 ,3 


图 5.3 
我 们 可 以 妖 出 ， 虽然 名 5.3 中 酝 的 应 力 状态 始终 为 应 力 什 不 
变 的 单 向 拉 伸 ， 但 是 Cauchy 应 力 张 量 的 物质 导数 却 不 等 于 零 : 
t se 0。 现 在 我 们 来 计算 Jaumann 导数 t。 村 内 质点 的 速度 场 为 


可 到 xi 十 toi; 


于 是 可 求 得 ;: 
时 bis 加 遇 
Vr YY —W™ ol il) 

7 

本 一 全 

六 n 六 » 人 委 

f= 人 ww 一 


因此 、Cauchy 应 力 张 量 的 Jaumann 导数 t 为 零 。 可 以 验证 对 于 


= 和 


图 5.3 的 例 ,t 的 前 面 所 述 的 其 他 几 种 客观 导数 也 都 是 零 。 

除了 物质 旋 率 w() 以 外 ,我 们 还 引进 了 ( 见 33.3, 七) 其 他 的 
次 率 , 例 如 (3.3.38) 式 的 相对 旗 率 Q(z)，(3.3.30) 式 的 Euler 族 
率 i(#) 与 伸 长 率 标 架 旋 率 QD。 可 以 证 明 这 三 个 旋 率 ( 均 为 
-( 移 形 中 的 张 量 ) 都 取 从 和 物质 旋 率 w(2) 形式 相同 的 标 架 转换 
尖 系 (网 (5.2.35) 式 }: 


QQ: 和 0.Q*+0? 


=1 


me- Oe : OQ* + 2? (5,2.507 


Qi 0. 0. OQ* + 2? 
作为 例子 ,我 们 由 证明 (5.2.50) 的 第 一 式 , 其 余 两 式 亦 可 类 侯 地 证 
明 。 由 (3.3.38) 式 ,经 过 标 保 转换 以 后 ， 


.Rs (5.2.51) 
式 中 ,由 (5.2.19) 式 ， 


其 一 CQ .六 一 Q. 放 二 所. 多 


站 一 (Q .并 二 晶 . 让 ) .及 -as 
二 人 .QQ*+ 
收 (5.2.50) 第 一 式 得 证 。 固 堵 仿照 (5,2,42) 式 了 的 证 明 ， 可 以 证 明 
当 曲 为 客观 张 量 时 ， 下 列 类 收 才 Jaumann 导数 (5.2.41) 式 的 表 
达 陈 也 乔 是 客观 张 量 : 
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H--8.H+H:.9 
HH- OQ.H+H. fe (5.2.52) 
HO0:.H+- H.: 0 
它们 可 称 为 广义 Jaumann 导数 。 
最 后 指出 , 列 用 (2.12.11) 第 三 式 与 (3.6.10) 第 二 式 , 即 
Rtr)lss = I, Rolr)lrs ™ wh) 
可 以 证 明 Jaumann 导数 昌 () 可 以 表示 成 
HO = {RE(7) : HO) + RosCr)} lee (5.2.53) 
式 中 《)" 一 4。 上 式 表示 在 + 时刻 的 yaumann 导数 自 () 的 刘 
义 是 把 H(7) 从 “(7) 构 形 旋转 到 () 构 形 后 对 时 间 的 导数 。 与 


此 类 似 ,以 下 表示 (5.2.52) 第 一 式 ( 即 基 于 相对 旋 率 如 的 ) 的 广义 
Jaumann 导数 。 即 


在 -- 直 -Q.H+THE. (5.2.54) 
它 可 表示 战 ; 
HCO) = RO) . {R*C) . HD . RODY . R*ls) (5.2.55) 
式 中 ( 路 一 A {5.2.55) 式 右 疝 表 示 将 Ho 从 < 世 构 形 
旋转 到 缀 (1o) 移 形 后 将 时 司 求 导 ， 然 后 抬 求 导 的 结 毕 笛 转 回 刻 
= 构 形 中 去 。 
四 、Lagrange 型 张 重 的 物质 导数 
有 有些 张 量 。 它们 不 因 标 架 转 换 而 夏 变 ， 例 如 由 《5.2,19) 与 
(5.2.32) 式 : 
U=U, Ct (5.2.56) 


+ 


生生 
它们 可 称 为 Lagrange 型 张 量 。 它 们 不 服从 客观 张 县 的 标 架 转换 
关系 (5.2.13) 式 , 央 此 不 是 客观 张 量 @ 。 
设 性 为 客观 张 量 , 服 从 标 架 转换 关系 (5.2.39) 式 。 利 用 良 与 
DD 的 标 架 转换 关系 (5.2.19) 第 一 式 与 (5.2.15) 式 , 易 证 


四 了 


人 四 yy 
R*+.H:R,D:.H.D*,D:*.H.:.D (C5.2.57) 
都 是 Lagrange 型 张 量 。 下 面 的 例子 说 明 这 些 Lagrange 型 张 量 


的 物质 导数 与 四 的 某 种 客观 导数 之 间 的 联系 。 
例 1 对 (5.2.57) 的 第 一 个 表达 式 求 物质 导数 。 利 用 (3.3.38》 
式 , 可 得 
(R*.H.R})=R*.H.R-R*.H.R--R*.H.R 
=R*,(H—2.HT+H-:.0).R 


~R+.H-.R (5.2.58Y 


式 中 二 见 (5.2.54)。(5.2.58) 式 说 明 Lagrange 型 张 量 R* , 条. 
R 的 物质 导数 与 5.2.52) 中 第 一 种 《 即 基 于 相对 旋 率 如 的 } 广 闵 
Jaumann 导数 直 之 间 的 联系 。 例 如 记 


人 


Tr R*.t.R (5.2.59) 
TT 表示 把 Kirchhoff 应 力 张 量 从 Euler 标 架 旋转 到 Lagrange 
标 梁 的 结果 。 在 5.2.55] 式 中 , 令 H 一 t+, 得 到 
Tr R*.(t— QO.ttt.0.R— R*.t.R (5.2.60) 
例 2 对 {5.2.57) 的 第 二 个 表达 式 求 物质 导数 。 利 用 (3.2.8) 


名 这 iil 采用 不 同 的 定义 ,把 这 录 的 Lagrange 型 张 量 称 为 客观 张 量 。 


= 001»* 


式 ,可 得 
(BL.H.BY -DBD. HL.H-H: LD.D: 

上 式 志 端 中 间 的 贺 括 缴 恰 好 就 是 45.2.48) 式 即 Qldroyd 导数 WY， 
因此 

(D-H- BD.Vi.D* (5.2.61) 
令 开 一 t+， 上 式 左 端的 圆 括 缴 就 是 〈4.8.27) 式 欧 第 二 类 Piola- 
Kirchheff 应 力 张 重重 ， 因 此 

Te 一 实 一 卫 .Vi .了 PD* (5.2.62) 


此 式 说 明 第 三 类 Piola-Kirchhoff 应 力 张 量 全 的 物质 导数 与 


Kirchhoff 应 力 张 量 上 的 Oldroyd 导数 Vi 之 间 的 联系 。 
例 3 对 (5.2.57) 的 第 三 个 表达 式 求 物质 导数 。 和 用 (3.2.6) 
式 ; 可 得 
(Dr .H.D) 一 Dpr.( 直 上 Le.H 二 H.L).D 
上 上 式 右 端 中 间 的 圆 括 放 属 好 就 是 (5.2.491 式 ,RH Cottor-Rivlin 等 
数 V， 因 此 


(Dr*.H.D): 一 Dr*.Vg.D (5.2.63) 
令 百 一 t， 上 式 堪 端的 圆 括 驱 就 是 (4.8.29) 式 的 m9、 因此 
To 一 Dr.V .D (5.2.64) 


此 式 说 明 应 力度 量 了 ~， 的 物质 导数 与 Kirchhoff 应 力 张 量 的 
Cottor-Rivlin 导数 Vr 之 阅 的 联系 。 
5.3 平衡 律 的 客观 性 ,对 标 架 
转换 的 另 一 种 解释 
若 一 平衡 律 (或 平衡 方 年) 对 于 标 架 的 转换 具有 不 变 往 。 换 名 


直 由 吕 放 二 


锚 说 ,如 觅 在 一 个 标明 中 成 立 ， 在 尾 意 的 另 一 个 标 架 中 必 也 成 立 ， 
则 称 此 平衡 律 (或 平衡 方程 ) 是 客观 的 ， 这 里 所 提 的 标 梨 转换 就 是 
(5.2.1) 与 (5.2.3) 式 的 {p, 颖 与 区, 全 癌 的 转换 关系 。 


一 、 平 衡 律 (或 平衡 方程 ) 的 客观 性 


1. 质量 平衡 律 , 即 质量 守恒 律 (或 连续 性 方程 ) 
Lagrange 型 的 连续 性 方程 为 《3.7.15) 式 ; 


pf = po (3.7.15) 

由 于 密度 与 体积 二 下 【出 (5.2.21) 式 ) 均 为 寄 观 标量 , 即 

i= po, 2 = 2 
因此 

Bp pp | (5.3.1) 
所 以 连续 狂 方 程 是 客观 的 。 

我 们 也 可 以 研究 Euler 型 的 连续 性 方程 (3.7.14) 式 , 即 
B+ pdivv 0 (3.7,14) 


由 {5.2.9) 式 , 速 度 瑟 的 标 架 转换 光 系 为 : 
= QW vi+ bt MM (Bboy (5.2.9) 


取 上 式 之 散 度 ,并 利用 (5.2.33) 式 和 如? 的 反对 称 入 {好 {5.2.11) 
式 ) ,得 到 
(MD. ou) 
= u(Q .OQ* + 90) = tL.Q*.Q)+ ug 
-tv Vdivy 
因此 (3.7.14) 式 导 敏 
Bt Bdivy = (5.3.2) 
同样 上 档 得 到 连 缕 性 方程 是 窒 观 的 这 一 结论 。 
2. 动量 平衡 方程 《Cauchy 第 一 返 态 律 或 Cauchy 动量 方程 


* 嫩 分 本 


(4,3.3)】 与 动量 此 平衡 方程 《Cauchy 第 二 运动 律 或 动量 给 方 入 
(4.3.9)) 

假定 Cauchy 第 一 运动 律 , 即 动量 方程 (4.3.3) 在 某 个 标 猴 如 
中 成 站; 


3 


t.w+ pf pa (5.3.3) 
由 (5.2.30) 式 ,& .六 为 窒 观 矢量 场 即 


pe: 


3 } 


t. VQ. (t. vy) (5.3.4) 
办 设 力 为 客观 矢量 ， 
f= Qt).f (5.3,.5)} 
加 速度 的 标 架 转换 关系 为 《5.2.12) 式 , 即 
站 一 Qi at bo)+ 200). ($ — be) 
+ C00 — QC)) . ($B — b(t)) 
= QO .a (5.3.6) 
QtD (5.3.3) 式 ,并 利用 (5.3.4), (5.3.5》 与 (5.3.6) 式 ,得 


tr.W tpfmpQ0) ax pi 
因此 动量 平衡 律 不 是 客观 的 。 
在 理论 力学 中 把 动量 平衡 律 (方程 ) 对 之 成 立 的 标 架 称 为 丑 性 
标 架 { 或 漫 性 系 ,或 千 顿 系 )。 困 此 对 于 非 惯性 系 , 不 能 使 用 动量 平 
衡 答 。 通 常 有 一 种 补救 办 法 , 即 把 差异 项 _p[ 冯 一 Qt - a] 都 加 
在 ff 上 ,这 就 是 所 调 惯 性 力 。 于 是 ,由 (5.3.6) 式 有 : 


t * 立 十 off 十 br{r) 十 200) TY 一 br) 
+ (CMD — OY) ($$ — bY)] 
一 让 {3.3.7) 
Cauchy 第 二 运动 律 , 居 动 量 点 方程 ,对 于 非 极 材料 为 【4.3.9] 
式 , 即 
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3 计 
和 一 ty (5.3.8) 
即 《 为 对 称 。 由 (5.2.14) 式 ，t 为 客观 张 量 , 放 由 上 式 可 得 
tt (5.3.9) 
即 亦 为 对 称 。 轩 此 动量 逢 平衡 律 是 客观 的 。 
3. 机 械 能 平衡 竺 
机 祈 能 平衡 方程 为 《4.8.5) 式 ， 它 来 自 于 Cauchy 动量 方程 
(4.3.3) 与 速度 的 点 积 , 即 (4.8.3) 式 , 因 此 显然 是 非 客观 的 。 
4. 热力 尝 第 一 定律 
微分 形式 的 热力 学 第 一 定律 (4.8.14) 式 为 
ee 一 一 上 - 玉 十 po 十 从 d (4.8.14) 
2，。， 0 都 是 窜 现 标量 ;为 客观 矢量 ,由 (5.2.28) 式 hh. 为 


观 标量 : t 与 d ( 见 (5.2.34) 式 ) 都 是 客观 张 量 , 故 t: 引 为 客观 标 
量 。 丙 此 ,热力 学 第 一 定律 是 客观 的 。 

5. 热力 学 第 二 定律 

易 证 热力 学 第 二 定律 (4.9.7) 或 {4.9.9) 或 (4.9.13) 式 是 客观 
的 。 


二 、 对 标 架 转换 的 另 一 种 解释 


本 来 。 标 架 转换 关系 (5.2.1) 与 (5.2.3) 式 是 从 不 同 的 标 架 F 
与 站 对 同一 事件 的 观察 结果 {p, 7} 与 仙 , 条 之 疗 的 关系 。 但 我 
们 也 可 以 对 (5.2.1) 与 (5.2.3) 式 作 另 一 种 解释 : 即 假定 标 架 忆 
不 变 ， 把 (5.2.1) 与 (5.2.3) 式 理解 为 在 同一 个 标 架 了 中 观察 到 的 
两 个 不 同事 件 {p, ?} 与 {BB, 7) 间 的 关系 。 (5.2.1) 式 表 未 一 事件 
的 时 间 相 对 另 一 事 性 推移 了 a, 而 (5.2,3) 式 表示 一 事件 的 位 置 机 
对 另 一 事件 作 了 以 hl) 所 天 示 的 平移 和 以 QL) 所 表示 的 旋转 


是 地 站 


{或 旋转 加 反射 )o 
例如 , 描述 物体 运动 的 (1. 站 式 p 一 ptP, +t)， 为 了 方便 我 
们 把 有 端的 函数 改 记 作 券 ， 自 变量 P 改 为 质点 天 (PP 为 点 XX 的 类 
径 ), 即 
P= (CR, Ff) 《5.3.10 7 
《5.3.10) 式 是 在 某 一 标 架 了 中 观察 到 的 物体 运动 。 在 男 一 个 标 架 
8 中 观察 色 的 这 同一 适 动 为 | 
DB = KCX, F) (C5.3.11) 
(5.3.10) 与 (5.3.11 式 是 同一 个 运动 在 两 个 水 同 慰 架 中 的 表示 (不 
同 的 驱 察 结果 )。 利 用 (5.2.1) 与 (5.2.3) 式 , 可 得 (5.3.10) 式 沪 与 
《5.3.11) 式 克 的 关系 : 
CX, DY = ht) + QO K(X, 1) 
= bei — aa) Qo ao). XCX, FO— 9) (5.3.12) 
按照 以 上 所 述 对 标 架 转换 的 另 一 种 解释 ， 我 们 可 以 把 (5.3.11) 式 
解释 为 对 于 标 絮 了 的 另 一 个 运动 对 。 再 (5.3.127 式 ， 这 个 新 的 运 
动 直 是 老 的 运动 芯 梧 机 上 上 一 个 刚体 的 平移 bl 与 旋转 Qt， 加 
时 时 障 还 有 一 个 a 的 推移 。 这 样 一 来 ， 客 观 量 的 标 架 转换 关系 
也 应 相应 作 另 一 个 和 解释: (5.2.5) 式 说 明 当 物体 的 运动 南美 改 为 
和 外， 客观 标量 了 不 变 ，(5.2.7) 式 说 明 客 观 矢 量 随 着 物体 的 旋转 而 
旋转 , 即 和 物体 作 同 样 的 旋转 ,而 (5.2.13) 式 则 说 明 客观 张 量 的 前 
矢量 与 后 矢量 均 随 物体 一 同 旋转 @@ 。 


$5.4 标 架 无 差异 原理 CPM 
设 有 一 物体 詹 ; 本 构 方程 就 是 说 明 应 力 张 最 依赖 于 物体 的 


全 ”但 要 人 产 总 * 标 架 转 拉 关系 中 的 QC) 本 米 还 包括 诈 塌 加 及 射 9 这 里 的 另 一 种 解释 
不 能 反映 这 一 后 


* 审 吕 日 


运动 的 关 承 ; 


t 一 f(X) (5.4.1) 
式 中 炙 表示 物 体 绍 的 运动 , 则 由 (5.3.10) 式 : 
p= X(tX, 1) C5.4.2) 


X 表示 物体 霹 中 的 各 个 质点 ,+ 表示 物体 绍 内 的 Cauchy 应 力 
张 量 场 t(X, 1:), ff 表示 泛 殉 。 

按照 前 节 ($5.3) 中 所 述 对 标 架 转 换 关 系 (5.2.0 与 (5.2.3) 式 
的 商 种 不 同 的 解释 ， 标 架 无 差异 原理 PMI》 也 有 两 种 不 同 的 形 
式 。 


一 、PMI 的 第 荆 种 形式 , 即 
本 构 方 程 是 客观 的 , 邯 对 于 标 架 转换 说 来 其 有 不 变性 。 
数学 表示 形式 如 下 : 
设 在 标 架 F 中 ,本 构 方 程 为 (5.4.1) 式 。 在 标 架 至 中, 物体 的 
同一 运动 应 表示 为 (5.3.11) 与 (5.3.12) 式 。 即 
B= XC(X, 7) 
一 htt 十 QU . XCX, 7) {5.4.3) 
则 PMI 包含 两 个 内 容 , 即 : 
应 力 张 量 为 客观 路 量 ， 
t— QF t. QU (5.4.4) 
而 且 本 构 方 程 是 客观 的 ， 


t f(y (5.4.5) 


这 里 车 就 是 (5.4.1) 式 中 的 同一 个 泛 画 。 
结合 《5.4.4) 与 (5.4.5) 两 式 , 得 到 


QW) .tt QGo* 一 天 起 (5.4.6) 
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对 于 任意 的 RD 与 QCnD。 
我 们 称 满足 本 构 方 程 (5.4.1) 的 一 组 {X, 寻 为 一 动力 过 程 。 而 


与 ,满足 关系 (5.4.3) 与 (5.4.4) 式 的 一 组 {8, 甘 则 称 为 与 
{[X,.t} 等 价 的 动力 过 程 ,或 简称 等 价 过 程 。 显 然 ,{X, t} 也 是 {%， 


+} 的 等 价 过 程 。 等 价 过 程 实际 上 是 同一 个 物理 过 程 的 两 个 不 同 
的 数学 描述 , 即 在 标 架 F 与 标 架 中 的 数学 描述 。 本 构 方程 为 客 
现 的 ( 见 (5.4.5) 式 ) ,这 就 是 说 ,如 朵 一 个 动力 过 程 满足 本 构 方程， 
则 其 等 价 过 程 也 必 满 足 本 构 方程 。 (5.4.6) 式 表明 : ”两 个 等 价 的 


动力 过 程 在 * 时 刻 的 Cauchy 应 力 张 量 与 t 只 相差 一 以 同一 时 
刻 * 的 正 交 张 量 QCe) 表示 的 旋转 ( 见 (5.4.4) 式 ), 而 与 : 时刻 以 
前 (+ 过 个 标 架 F 与 名 的 相对 运动 历史 ( 即 B(z)，QKz), rt 之 
万 关 。 

我 们 也 可 以 把 运动 和 与 多 的 关系 (5.4.3) 式 看 作 是 同一 标 架 
中 的 两 个 不 同 的 运动 ,它们 之 阿 相差 一 刚体 运动 。 这 洋 ,我 们 就 得 
天 PMI 的 第 五 种 形式 。 


二 、PMI 的 第 再 种 形式 , 即 


如 果 驳 体 的 两 个 运动 多 与 区 有 (5.4.3) 式 的 关系 ， 即 它们 之 
癌 想 差 一 刚体 运动 , 则 由 这 两 个 闯 动 按 本 构 方程 ( 见 (5.4.1) 式 ) 所 
决定 的 应 力 张 量 主 与 攻 必 满足 关系 


t QO ， Et. QD* {5.4.7) 


这 里 ， 我们 根本 没有 涉及 到 标 架 转换 ， 因 而 也 就 不 涉及 所 谓 
“ 客 疯 性 "问题 。(5.4.7) 式 昌 然 在 形式 上 与 (5.4.4) 起 相同 ,但 它 


人 


的 含义 却 是 两 个 不 同 的 云 动 所 引起 的 应 力 t 与 t 闻 的 关系 。 
比较 PMI 的 以 上 两 种 形式 ,可 以 看 出 ; 
1. 由 第 工种 形式 可 以 导出 第 工种 形式 ,换言之 ， 第 工种 形式 


是 和 1 种 形式 的 推论 。 但 下 第 工种 形式 必须 加 上 应 力 张 僵 t 为 客 
观 的 假定 ,才能 导出 第 1 种 形式 。 

2. 显然 ， 第 II 种 形式 不 涉及 到 款 架 转换 问题 。 因 此 比 第 工种 
形式 更 易 理解 和 想象 。 

3. 在 第 工种 形式 中 , 正 交 张 量 Q(z) 可 以 是 正常 的 ， 也 可 以 是 
非 正常 的 ; 而 第 下 种 形式 则 只 当 Q(z) 为 正常 的 正 交 张 量 时 才 有 
物理 意义 。 


图 5,4 


其 实 ，PMI 的 第 谋 种 形式 在 日 常生 活 中 是 常 遇见 的 。 图 5.4 
示 一 弹 赞 的 两 个 等 价 的 动力 过 程 ,在 两 个 过 程 中 漳 宽 的 伸 长 相同 ， 
互相 只 差 一 个 刚体 运动 ， 即 平移 ba 与 旋转 et。 在 初等 的 质点 
与 刚体 力学 中 ,总 是 承认 只 要 弹簧 的 伸 长 相等 , 则 弹簧 中 的 拉力 值 
相等 ,但 方向 相差 角 人 (相当 于 (5.4.7) 也)o 在 物理 的 直观 上 ， 这 
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征 如 此 地 明显 ,我 们 甚至 部下 会 音 识 到 我 们 正 存 使 用 车 一 个 标 架 
无 差异 原理 但 是 一 直到 1955 年 这 个 原理 才 由 Noll 以 精确 的 数 
学 形式 提出 。 

有 了 时 本 构 方程 不 是 以 Cauchy 应 力 张 最 t 作 为 运动 历史 % 的 
泛 函 形式 表示 ,而 是 以 其 它 应 力 张 量 S$ (例如 *、 全 等 ) 作为 其 它 


运动 最 区 (例如 术 、e、Em、 罗 等) 的 泛 函 或 函数 形式 表示 : 


Ss = f(K) (5.4.8) 
由 以 上 所 述 ，PMI 原理 对 (5.4.8) 式 的 旋 函 或 函数 的 要 求 为 
Ss =f(K) (5.4.9) 


式 中 S、K 各 为 在 时 刻 ;的 标 架 转动 正 交 变换 QD 按 标 架 转换 关 
系 所 得 的 标 架 力 痪 量 , 例 如 : 一 ,2) 一 QD) .znD), EE 一 EE 
等 。 
SO99 Reiner-Rivlin 流体 一 一 标 四 
无 老 民 原理 (PMI 的 一 个 应 用 


通 营 的 所 亩 午 顿 流体 服从 Navier-Poisson 律 : 


t 一 pl 2rd + 2nd (5.5.1) 
在 第 卡 儿 坐标 中 的 分 量 形式 为 
i= po; ddd + 2 pd €5.5.2) 
式 中 
By ; 
(和 
Stokes 《1845) 曾经 作 过 推广 上 述 本 和 枸 方程 的 以 下 假定 : 


后 一 一 证 四 ak fH(0)= 0 {5.5.3) 
但 是 这 个 问题 的 研究 一 直到 Reiner (1945) 与 Rivlia (1940 以 
后 ) 的 时 期 才 有 所 进展 。 
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现在 我 们 根据 PMI 来 推导 Navier-Poissorn 律 可 能 得 到 推广 
的 形式 。 我 们 先 假 定 本 和 构 方 程 县 有 以 下 的 普遍 形式 : 


t 一 plop) flp, d, w, v) C5.5.4) 
式 中 下 为 其 四 个 自 三 量 的 某 一 张 量 讲 数 , 它 满足 
flip, 6, QO, 0}=—= {5.5.5Y 


利用 PMI 可 以 证 明 张 量 请 数 玫 p， 昌 ,，W,v) 必 与 WW 和 
无 关 , 而 有 是 盘 揭 各 向 同性 张 量 函 数 。 如 果 没 有 PMI 的话 ,那么 
前 一 个 结论 ( 即 f 与 w 和 v 无关) 是 直观 可 以 接受 的 ,但 后 一 个 结 
沦 ( 即 插 为 得 的 各 向 同性 张 量 函数 ) 却 只 好 作为 -- 个 假定 一 一 粘性 
流体 必 为 各 向 局 性 。 但 是 有 了 PMI， 我 们 则 可 以 证 明 由 (5.5.4) 
式 定义 的 流体 必 为 各 向 局 性 的 。 

证 明 由 PMI。 若 本 构 方程 (5.5.4) 在 标 架 F 中 成 立 , 则 在 标 
架 所 中 必 所 成 立 。 即 (注意 1 一 1) 


te pl oT fC, d, WY) (5.5.6) 
式 中 与 (5.5.4) 式 的 手 是 同一 张 量 琢 数 。 (5.5.6) 式 右 端的 用 
(5.2.8) 式 代 人 , 左 端 主 表 示 用 (5.5.4) 代 人 (5.4.4) 式 的 结果 , 即 
t 一 Qt.Qr 一 Qt-poi+to dwr Qe 
困 此 ,(5.5.6) 式 成 为 (利用 (5.2.8)，(5.2.34) 与 (5.2.35) 式 ) 
Q.tfpd waQ* 
= fp, 4 . Q*, 人 w "QO* + 9 
Q:v+b+Q.p) (5.5.7) 
式 中 由 《5.2.1027) 式 ， 
gr-0Q. OQ* 


= S30 * 


由 PMI, (5.5.7) 式 对 于 任意 的 B( 人 ,和 (可 ，Q(a 与 提 人 ) 均 
成 立 。 若 令 (5.5.7) 式 中 
Q=1, 故 Q = 二 0, -0Q.Q+*—0 
则 (5.5.7) 式 成 为 
f(p, dd ww， v¥) = f(p, d, Ww, 村 十 b) {5.35.87 
因 b 为 任意 矢量 , 故 (5.5.8) 式 说 明 函 狐 f 应 与 v 无 关 , 故 可 记 作 
f(p, d, w)o 
若 再 令 (5.5.7) 式 中 国 
Q=-1, 0 -0.Q:-Q 
则 {5.5.7) 式 成 为 
flp, d, Ww)— flp, dd, wiQ) (5.5.9) 
因 伯 为 任意 张 最 , 故 (5.5.9) 式 说 明 函 数 于 应 与 Ww 无 关 ， 故 可 记 
作 拒 p, d)。 于 是 , (5.5.7) 式 可 写成 
Qfp, -Qt fp,Q-.9.Q*) (5.5.10) 
这 说 明 f(p, 中 为 的 各 向 同性 张 量 函 数 。 
根据 张 量 分 析 中 的 各 向 同性 张 量 函数 表示 定理 ,f 可 表示 为 
fip, d) = wl 二 pd 十 pd {5.5.11) 
式 中 
Pi = pp, £21, 2 ， 4), (i = 00,1, 2 ] (5.5.12) 
Pi J4 与 V4 为 和 的 三 个 主 不 变量 。 由 (5.5.5) 式 , f(p,9) 一 
0， 故 
patps 0,0, 0)=0 (5.5,13) 


@ 在 1 时 刘 届 二 读 但 Q 者 因此 已 坟 岂 
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糙 (5.5.11) 代入 (5.5.4} 忒 ,我们 廊 后 得 到 
| to plp)l+ pol + ep psd {3,5.14) 
起 中 的 gy(i 一 0, 1, 2) 册 (5,5.12) 式 。 上 面 我 们 根据 PMI 由 一 
普 过 形式 的 (5.5.4) 式 导 出 (5.5.14) 式 。 
神 合 本 构 方 程 (5.5.14) 的 流体 称 沟 Reiner-Rivlin 流体 。 咎 
帆 访 体 是 它 冯 线性 的 特例 , 凤 当 
mm 一】 一 itrd， 和 一 21 ~ 一 0 {5.5.15) 
此 时 (5.5.14) 并 就 和 货 化 为 Navier-Poisson 律 (5.5.1) 式 。 


§5.6 一 般 本 构 方 程 


本 构 方程 (5.4.1) t 一 f(%) 半 实 只 是 一 个 抽象 的 表示 形式 ， 


它 根本 没有 疮 出 与 区 依 问 于 什么 变量 ,以 及 f 是 什么 样 的 函数 。 
企 本 节 中 我 们 将 引进 一 些 进一步 的 假定 (或 称 公理 ,或 公设 )， 
在 纯 力 学 的 范围 内 讨论 一 般 林 构 方程 。 在 某 毕 情况 下 ( 志 $8.2)， 
可 以 不 考虑 温度 8 (或 精 m) 的 影响 ,例如 我 们 只 限于 研究 均 温 过 
程 (或 等 烟 过 程 ) 或 者 当 物 体 在 实际 过 程 中 的 力学 行为 对 温度 6 
(或 丧 9) 的 变化 不 航 感 的 情况 。B. D. Coleman 图 利用 PMI 研究 
了 具有 记忆 的 材料 的 热力 学 ， 多 引 八 了 温度 与 温度 梯度 作为 本 构 
方程 的 变量 :但 处 理 的 三 法 与 此 处 是 相同 的 。 
到 . Noll 引进 了 两 个 公设 。 
一 、 应 力 确 定性 原理 
在 给 定时 部 在 给 定 质 点 外 的 应 力 ( 张 量 ) 依 赖 于 整个 物体 全 部 
@@ 即 暂时 厅 考 虑 热学 变量 。 
BB. D. Coleman, Thermodynamics of materials with memory, Arch 


Rarional Mech, Anal., 17, 1964, 1—46, 
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过 涯 的 运动 历史 。 
这 也 就 是 说 ,为 了 决定 英 一 上 时刻 的 应 力 ,无 需 知道 物体 将 来 的 
运动 。 
应 力 确 定性 原理 的 数 堂 表示 形式 汶 
tCX, 1) = FCNX, 1, KCK, 1 5)) (5.6.1) 


这 里 了 表示 泛 函 ， 它 依赖 于 整个 物体 在 “时刻 以 前 (0 <: < 
so , 以 :表示 ) 的 运动 ，8 表示 物体 绍 中 全 部 的 质点 。 

在 (5.6.1) 式 右 端 泛 函 f 中 除了 依赖 于 物体 的 运动 X 以 外 ,还 
墅 含 X( 质 点 ) 与 ;( 时 间 )。f 显 含 X。 这 表示 物体 可 能 为 非 均 质 
的 (各 点 处 的 力学 性 质 不 同 ) ;还 显 合 1, 这 表示 物体 的 性 质 可 能 
是 随时 间 而 变化 的 (例如 在 养护 过 程 中 的 混凝土 )。 当 然 ， 如 果 我 
们 对 材料 有 更 充分 的 了 解 ， 则 显 含 的 时 间 变 最 : 可 以 用 其 他 热学 
量 或 化 学 县 的 历史 来 代替 。 了 中 亚 含 的 和 与 ;并 不 影响 我 们 下 面 
的 讨论 , 故 为 了 简单 起 见 ,路 去 不 写 。 


二 、 局 部 作用 原理 


在 给 定 质 己 处 的 应 力 并 不 了 决 王 理 个 物体 的 运动 ， 衣 只 取决 
于 该 质点 附近 的 性 意 无 限 小 邻 城 的 运动 。 


数学 表示 形式 为 
Ks 1) CX 人 1) (5.62) 


$x) NER ss) ~ NCR | 8 (5.6.3) 
式 中 V(X) 表示 质点 附近 的 无 限 小 部 域 (5.6.3) 式 ，s 为 任 给 
的 小 数 ， 表示 在 xX 的 无 限 小 部 域 由 的 质点 。 (5.6.2) 式 是 根据 


上 述 本 个 公设 ( 即 应 力 确 定性 原 王 和 局 部 作用 原理 ?的 站 果 。 
在 $4.2 中 我 们 曾 假 定 无 相互 体力 作用 , 即 物 体内 部 材 术 的 相 
互 作用 只 有 接 船 力 或 搜 力 。 这 就 是 说 ，。 质 点 与 质点 之 则 的 生 用 内 


和 


有 这 蜡 力 而 万 远 距 力 。 上 述 的 局 部 作用 原理 正 是 和 这 一 假定 相 一 
致 的 。 


三 、 一 般 本 构 方 程 


二 述 两 个 公设 是 标 架 无 差 寞 原理 (PMI1) 的 补充 。 现在 我 们 
利用 PMI 便 本 构 方 程 15.6.2) 进一步 具体 化 。 根据 PMI, 假定 


{ 区， t 为 某 一 动力 了 过程, 也 就 是 说 ， 它 满足 本 构 方 程 (5.6.2), 则 等 
价 过 程 {， t} 亦 必 请 足 几 一 本 构 方 程 , 即 
tCX, ) = FRC 各 ; -一 5] (5.6.4) 
式 中 ,由 (5.4.3) 与 《5.4.4) 式 ， 
(R=bG~)+QG—) .ART,:— 7) 
区 日 站 让 各 ~ 音 
(3.6.5) 


t— QW . t. QO (5.6.6) 
这 里 Bt 一 5 与 Qt 一 :为 任意 函数 ,不 面 可 以 由 我 们 任 取 。 
| {5S.6.78) 
Br ss) = XK, 1—;) (5.6.75Y 
(5.6.74) 式 表 未 标 架 祖 对 于 F 光 洲 转 ，(5.6.75) 式 表 东 标 架 六 
的 原点 被 平移 到 所 研究 的 质点 外 来 , 即 由 (5.6:5) 式 ， 在 质点 外 处 
恒 有 _ 
[一 了 一 履 
将 (5.6.78) 式 代 人 【5.6.5] 式 , 得 到 
车 (二 一 站 一 一 人 一 站 二 让 一 中 
一 AX( 束 ,和 .上 一 5 (5.6.8) 
式 中 AX(X,X,t 一 了 ) 表示 在 有 时刻: 一 s 从 到 芭 的 线 元 (矢量 )。 
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将 (5.6.8) 代入 (5.6.4) 区 ,得 到 
tCX, 1) — fCAXC 各 ，X， 一 (5.6.9) 
(5.6.9) 式 是 根据 本 节 的 两 个 公设 与 $5.2 的 PMI 所 导出 的 结果 ， 
称 六 一 般 本 构 方程 。 它 表明 在 质点 X 处 的 应 力 只 取决 于 在 X 的 
无 限 小 贷 域 由 线 元 AX 的 变化 历史 。 由 此 可 见 ， 本 构 方程 与 物体 
的 平移 无 关 ,| 国 为 线 元 AX 与 物体 的 平移 无 关 。 
再 对 本 构 方 程 (5.6.9) 应 用 PMI， 了 即 等 价 过 程 也 应 满足 同一 
本 构 方 程 , 故 
ECX, 1) = fCAKC XX, — sy) (5.6.10) 
趟 中 ,由 (5.6.5) 与 (5.6.6] 
AX{ XH ,X= Qo AX(C 各 ,KR, ts) 
NY 让 
{5.6.11) 
t — OQ .OQ (5.6.6) 
(5.6.10) 式 表 明 :， 按 照 $5.4 中 PMI 的 第 1[ 种 形式 ,把 质点 下 的 邻 
域 W(X) 原来 的 运动 AX 县 加 上 一 个 任意 旋转 万 史 Q(z 一 5， 


在 + 时刻 的 Cauchy 应 力 张 儿 t 等 于 原来 的 t 按 当时 ( 即 : 时刻) 
的 Q(7) 加 以 旋转 名 芍 结 果 。 利 用 (5.6.6), (5.6.9) 与 (5.6.11) 式 ， 
(5.6.10) 式 可 写作 


QC) - f(AXC RX , ,i —s)) : QOD* 
~ f(Q(—s) . AXC 总 。X,* 一 5)) (5.6.12) 
(5.6.12) 式 就 是 PMI 对 一 般 本 构 方 程 (5.6.9) 的 要 求 , 简称 不 变性 
要 求 ( 即 对 标 架 转换 说 来 ,具有 不 变性 )。 反 之 :, 窗 易 证 上 明 ., 如 时 不 


加 按 久 C27 加 已 旋转 ; 窟 思 试 是 有 的 天 其 与 后 和 拓 野 者 按 全 世族 转 : 册 5600 式 s 


* 306* 


变性 要 求 (5.6.12) 式 得 到 满足 ,那么 一 般 本 构 方 程 (5.6.9) 必 满 足 
PMI, 

在 一 般 本 构 方 程 (5.6.9) 中 ， 兴 函 土 称 为 材料 的 皮 应 泛 函 。 玫 
还 可 能 显 舍 X， 这 时 则 称 革 为 在 质点 莽 处 的 材料 度 应 证 函 。 证 函 
f 的 形式 取决 于 材料 。 在 以 下 的 几 章 中 我 们 将 研究 各 种 非 线 性 材 
料 。 

最 后 指出 , 本 章 中 关于 客观 性 的 概念 是 C. Truesdell 和 到 
Nol 等 人 所 发 展 的 。 在 连续 介质 力学 中 及 ，Hil 和 他 的 学 生 们 
做 了 许多 重要 的 南 献 ， 但 和 他们 对 客观 盘 却 有 不 问 的 定义 。 控 照 他 


们 的 定义 ,只 有 人 象 Green 变形 张 量 忆 、 第 二 次 Piola-Kirchhoff 应 


力 张 二 了 这 样 的 不 受 标 架 刚性 运动 影响 的 贡 , 即 Lagrange 型 张 
最 [出 $5.2， 四 ) 才 称 为 客观 张 量 。 前 面 讲述 过 萨 采用 主轴 上 在 示 区 
得 到 的 一 些 结 亿 都 是 Hill 学 派 的 重要 贡献 。 
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第 六 章 简单 材料 


56.1 简单 材料 ,7 阶 材料 


一 、 简 单 材料 的 定义 
在 一 般 本 构 方 程 (5.6,9) 中 用 线 元 微分 dX(X, 叉 ,1 一 5 来 
代替 线 元 AX( 羡 , XXX 2 一， 并 利用 (2.3.11) 式 的 线 元 变换 公式 
ap = PD.aP (2.3.10) 
则 - 
dX R, R= DX, ss): dP (65.1.1) 
式 中 dP 为 在 参考 构 形 缀 (1) 中 从 质点 X 到 其 邻 瑾 由 另 一 点 有 的 
线 元 微分 (矢量 ); DEX,+ 一 +) 为 在 X 点 处 的 变形 梯度 历史 , 它 只 
依赖 于 三, 而 与 邻 域 V(X) 无 甘 ; aP 只 取决 于 构 形 统 () 中 的 
邻 域 六 (六 ) ,而 与 运动 议 无 关 。 因 此 一 般 本 构 方程 (5.6.9) 成 为 包 


tCX, 四 一 £ (D(x, :~ 5)) (6.1.2) 
服从 本 网 方 程 (6.1.2) 的 和 材料 称 为 简单 材料 。 


二 、 标 架 无 差异 原理 (PMI) 对 简单 材料 的 要 求 


为 了 篇 单 起 见 , 以 后 我 们 将 本 构 方 程 《6.142) 中 表示 质点 的 自 
变量 X 不 写 , 即 把 《6.1.2) 式 简 写 为 


t(D) 一 (DG 一 5) (6.1.2 


负 ”以 后 我 们 招 表 未 0 近 = 近 oo 的 记号 记 在 证 函 上 处 。 


和 从 和 


根据 PMi， 如 果 上 式 满 足 , 则 必 有 
tr) 一 f (DC 一 9) {6.1.3) 
式 中 由 《5.2.1 或 (5.6.6) 式 有 


t0D ~ QO : tC - QO 
而 由 (5.2.15) 式 
D0 = Qo DG;s) 

因此 (6.1.3) 式 成 为 

QO .EDG 一 9 QAO- £ (QG— Do—)) 

(6.1.4) 

对 于 任意 的 变形 梯度 历史 DC: 一 s) 与 任意 的 正 交 张 景 历史 Q(1 一 
小 。(6.1.4) 式 就 是 PMI 对 本 构 方 程 (6.1.2) 的 要 求 ， 简 称 为 不 变 
性 要 求 。 此 式 亦 可 从 (5.6.12) 式 利 用 本 节 的 (6.1.1) 式 耐 得到。 


三 、 反 应 泛 函 了 依赖 于 参考 构 形 绽 (1,) 的 选择 


由 本 构 方程 (5.4.1) 式 ，Cauchy 应 力 张 量 二 取决 于 物体 的 远 
动 *， 但 是 对 于 给 定 的 运动 X， 变 形 梯 度 D 与 园 择 什么 祥 的 参考 
构 形 绽 有 关 , 基 此 (6.1.2)' 式 中 的 反应 泛 函 f 亦 与 参考 构 形 喧 的 
选择 有 关 , 可 记 作 fw。 候 定 对 于 物体 的 某 一 运动 %， 如 果 选 唤 
为 参考 构 有 形 , 本 构 方程 (6.1.2)' 的 形式 为 


tO) 一 fDinls — )) (6.1.5) 


式 中 Diw， 表 示 相 对 参考 构 形 纪 的 变形 梯度 历史 : 

Dstt — 7) = Da, — pW.a, 
同样 , 对 于 物体 的 间 一 运动 %*， 如 果 选 男 一 个 参考 构 形 地 ， 则 本 
构 方 程 (6.1.2) 的 形式 将 为 

t() 一 f wlDenls ~ s)) (6.1.6) 


* 


式 中 Ds 为 相对 于 参考 构 形 腕 的 历 形 梯度 历史 ; 
Dat! 一 ss) = Da = PYa; 
恨 是 我 们 所 研究 的 是 同一 个 物体 运动 ， 因 此 (6.1.5) 蕊 【6.1.6) 式 
左 端 tj 也 是 同一 个 Cauchy 应力 张 量 。 
由 (2.12.7) 式 ， 相 对 于 不 向 的 参考 构 形 吕 与 嚼 的 变形 梯度 
有 Et 一 个 与 Dati 一 1) 之 间 有 以 下 关系 : 
Da 一 中 一 了 pa 人 一 中 Do) 《6.1.70) 
式 中 Dg( 蛇 ) 表示 构 形 静 相对 于 参考 构 形 以 的 变形 樟 魔 , 故 
Da or) = Da) :DatR) (6.1.75 
将 (6.1.78) 代 人 (6.1.6] 式 , 并 比较 (6.1.5) 与 (6.1.6) 两 式 ， 得 到 
£m(D.nl 一 了 一 下 i Dot 一 5 De( 即 )) (6.1.8) 
对 于 任意 的 Bat 一 人 oo(〔6.1.8) 式 说 明 对 于 一 定 的 材料 ,反应 
通 于 应 如 何 地 依赖 于 参考 构 形 强 沟 选 择 。 
每 一 物质 质点 下 可 以 有 一 个 局 部 参考 构 形 小 。 但 是 我 们 以 
后 假定 材料 是 均 质 的 简单 材料 ， 因 此 存在 一 个 总 体 的 参考 构 形 
人 ,而 fm 与 质点 和 无 头 。 
对 于 简单 材料 ,根据 均 质 试 件 的 均匀 变形 试验 结果 所 定 的 
本 构 方 程 (6.1,2)"， 可 以 用 于 非 均 名 变形 的 情况 ， 因 为 在 (6.1.2》 


式 中 在 XX 点 处 Cauchy 应 力 张 量 只 与 该 点 的 变形 梯度 历史 
D(z 一 ;) 有 关 ， 而 不 论 X 点 邻 域 的 变形 是 否 均匀 @ 。 


四 、r 阶 材料 

对 于 简单 材料 ， 我 们 曾 慨 定 可 以 用 (6.1.1) 式 的 线 元 微分 纹 
学 ” 非 列 与 变形 情况 下 ,二 和 阶 变 撕 境 度 DY 一 s) 本 等 于 零 ; 但 是 简单 材料 的 本 构 

方程 站.1.27 与 二 阶 扣 更 商 阶 严 形 梯度 琅 基 。 


全 间 


来 代替 线 元 (矢量 ) AX。， 但 实际 上 2 只 是 AX 的 Tayior 展开 式 
的 首 项 。 如 果 我 们 取 展 天 式 的 前 2 项, 则 代 痊 《6.1.27 式 的 应 有 
tO 王 (D0 一 DV) Do)) (6.1.9) 

式 中 Dz 一 1) 为 二 阶 变 形 梯 度 ,……… ;Dm 一?) 为 #8 阶 变形 
梯度 。 服 从 本 构 方 程 (6.1.9) 的 材料 称 为 二 阶 材料 。 

简单 材料 是 # = 1 的 特例 , 即 一 阶 材料 。 但 尽管 如 此 ,简单 奢 
料 仍 然 是 复 广 乏 的 一 类 材料 。 

下 看 对 #5 阶 变形 祷 度 作 一 些 简 要 的 说 明 。 

我 们 来 研究 自 变 量 为 矢量 下 汐 明 数 WwW: 

wo—F(lv) 

考虑 数量 上 的 函数 EC 十 pa)。 在 张 量 分 煌 中 , 普 定 立 
F'(v, 0) 一 六 Fev -hh An) |, 


为 下 对 以 a 为 增 量 的 有 限 微分 。 与 此 类 似 , 可 以 定义 


Favy, a) 一 -和 Flv 十 如) 


为 上 对 以 盏 为 增 量 的 二 次 月 限 微分 后 及 
‘(vw 一 a 有 
Fm, m 一 -Fv + fm) le 


为 下 对 以 上 为 增 量 的 = 次 有 限 微分 。 
可 以 证 月 YQ) 为 的 # 次 章 次 函数 , 即 
EEC、 au) 一 oF'(v, u) 
Foyv, an) 一 GET u) 
Fv, oan) = orF* {vy, a} 
因 泪 
Fiv,.u)—= F(tv):u 


# 3 


Fv, uw) = FCy).uu 


二 


入 导 亿 
Fv, wu) 一 Foy yom. 
式 中 米 表 示 # 重 点 积 ,FF(Y) 为 二 阶 张 世 ;FY 为 2 十 1 阶 
张 量 且 对 于 其 后 ?个 指标 为 对 称 。 看 作 标 量 # 的 沙 数 ，F(v 十 
is) 的 Iayley 展开 式 为 


FI 十 如) 一 站 Cr7 寺 FE 十 过 Fav, mi 
十 一 Fo a) ol or) 
| 
一 FUv) 廿 AF'(v). ut 二 Fv) :uu 
十 .十 一 FeoCv)rum. .ma o(h") 
理 。 
当 了 为 天 径 王 ， 而 WW 为 天 入 DD 时，F'(Y) 就 是 变形 梯度 呈 ,，-…， 
FE”(v) 就 是 = 险 变 形 弄 度 Dm; 
ER) 一 p 有 一 了 一半 jg 人 4 


Fe) 一 De 一 tiag,GG? 


Far} = 了 一 Kg GG l 
本 章 以 后 只 讨论 简单 材料 。 


562 本 构 方程 的 化 简 


一 、 本 构 方程 的 一 种 化 简 形 式 


申 不 变性 要 求 (6.1.4) 式 可 以 导出 本 构 方 程 的 北 简 形式 。 在 
本 习 中 假定 取 藉 构 形 深 为 参 淮 构 形 ,并 将 表示 参考 构 形 呢 的 下 
。312 。 


标 “( 名 )" 不 写 。 
由 《2.8.5) 如 变形 梯度 了 的 极 分 解 式 ， 
DO eG) RG LN VD) RG—;) 


(6.2.10) 
RGEC Ym ROG) UG) 
(6.2.16) 


式 中 按 (2.6.16) 式 声 体 长 张 昌 e 又 记 作 VW， 按 (2.6.15) 式 澡 伸 


长 张 量 已 又 记 作 Us。 U(i 一 ;) 是 参考 构 形 弦 中 的 张 量 , 而 V( 一 
) 则 是 构 形 (1 一 *) 中 的 张 量 。 
因为 不 变性 要 求 即 (6.1.4) 式 对 任意 正 交 张 量 历 史 QU 一 s) 
都 成 立 , 故 可 取 
Qf ) = RO)* (6,2.2) 
则 (6.1.4) 式 成 为 


ROG)*. £ (DO —)) :RO ERG—)*. D( —s)) 
利用 (6.2.15) 式 ,上 式 可 写作 
{CD FDG— NRO FUG— DN) RO 

(6.2.3) 

式 中 f(U(i 一 六) 力 是 参考 构 形 统 中 的 张 量 。 我 们 称 (6.2.3) 

为 本 构 方程 的 第 一 种 化 简 形式 。 《6.2.3) 式 右 端 只 出 现 RC)， 而 

丰 出 现 全 部 的 转动 历史 R( 一 /)， 这 说 明 在 * 时 刻 的 Cauchy 应 

力 张 量 依赖 于 全 部 的 变形 历史 UCs 一 4) 与 + 时 刻 的 转动 RG), 


(6.2.3) 式 是 不 变性 要 求 (6.1.4) 式 的 推论 , 换 句 话说 ,凡是 满 
足 不 变性 要 求 《6.1.4) 式 的 泛 芳 (6.1.2) 式 一 定 可 以 表示 成 (6.2.3) 
式 的 形式 。 到 之 ,可 以 验证 , 《6.2.3) 式 形 式 的 本 构 方 程 必 满 足 不 


于 可。 


变性 要 求 (6.1.4) 式 ( 即 满足 PMI)。 如 果 本 和 构 方程 为 《6.2.3) 式 ， 
则 在 (6.23) 式 成 立 的 同时 ,还 有 
KD = BG KD. FG) .Re 
利用 (5.2.15) 与 (5.2.19) 式 ,上 式 中 右面 的 等 式 可 写成 
£ (QC —s)- DG 一 9) 
— QD. RO. 主 (UG 一 9 .ROD*. QW 
再 利用 (6.2.3) 式 , 上 式 可 化 成 
A (QG—H). DG—))— QD. f(DG—)). QW 
这 就 是 不 变性 要 求 (6.1.4) 式 。 

本 构 方程 (6.2.3) 式 表明 : 在 时 刻 * 质点 X 处 的 Cauchy 应 
力 张 量 ts) 乃 是 由 参考 构 形 绝经 过 纯 变 形 历史 U(: 一 ?) 所 导 
致 的 应 力 经 过 旋转 RD 而 成 。 所 以 tC) 只 受 + 时 刻 的 流转 RCD ， 
的 影响 ;而 不 受 :时刻 以 前 的 旋转 历史 RC 一 90， > 0 的 影响 。 ， 

二 、 本 构 方程 的 其 它 化 简 形式 


虽然 张 量 有 与 订 有 明显 的 几何 意义 ， 但 是 计算 它们 比较 困 
难 ; 而 CC 一 上 一 D*.D 的 计算 则 比较 容易 。 因此 最 好 把 本 构 
方程 (6.2.3) 改写 成 直接 通过 与 DD 表示 的 形式 。 

由 (6.2.18) 式 * 有 


RD = DG . DGD， RO* = UG) . DO 
代 人 人 《6.2.3) 式 得 到 
tC = DO) . U0). E (UG 一 UD. Po* ， 
上 式 可 写作 | 


4 * 


EN DO hh CC). DO (6.2.4) 
式 中 
vc NY) C0), f (Ct: CD 
我 们 称 (6.2.4) 式 为 本 构 方程 的 第 二 种 化 科 形 式 。 此 式 中 的 
h (C(: 一 9)》 为 参考 构 形 久 中 的 张 量 。 
若 记 

以 性 入 了 

ty = 让 人 (6.2.5) 
则 《68.2.4) 这 可 记 作 

二 一 Pox . DO) . h (CU 一 站) DO . DO 


一 CC . h CC — .CO) 
风 


tC = g 《CC — 5)) (6.2.6) 
(6.2.6) 式 称 为 本 构 方 程 的 第 三 种 化 简 形 式 。 


(6.2.5) 式 的 《和 称 为 对 流 应 力 张 量 D ， 它 是 参考 构 形 弦 中 的 
名 最 。 将 (45.5) 式 让 代 人 《6.2.5) 式 , 状 利用 (23.20) 式 即 
D+ . 4 — G4, 7? ， DD = C3 


可 得 t 的 分 解 式 : 


fn = Boy CE 人 : DO = 45H)G Ga (6.2.7) 


对流 应 力 张 是 就是 前 面 C4.8.2 史 式 应 力度 是 下 的 于 异 。 


* 3]5% 


Ep {iN AN 
注意 用 【4.5.3) 与 【人 4.5.8) 式 ,可知 


勿 把 此 式 与 (6.2.7) 相 混 淆 ,它们 不 是 同一 个 张 量 , 因为 1 人 ”的 指 
标 开 隆 是 通过 度量 张 量 £4s， 而 基 矢 量 G4 的 指标 升 活 是 通过 度 
量 张 重 G48 实现 的 。 


三 、 以 当前 构 形 -(t) 作为 参考 构 形 


在 本 节 册 上 的 讨论 中 ， 假 定 选 择 划 一 定 的 构 形 以 作为 参 潜 
构 形 。 在 连续 介质 力学 中 ， 尤 其 是 在 流体 力学 中 常常 采用 当前 时 
刻 : 的 构 形 为 参考 构 形 (网 $2.12)。 把 : 看 作 固 定 了 时刻; 而 以 工 表 
示 变 化 车 的 时间 ; z* 之 + 意味 着 过 去 ,而 之 + 则 意味 着 将 来 。 由 
{2.12.7) 式 , 灾 形 梯度 之 间 存 在 以 下 的 关系 : 
Br) = 了 Cr DO) (C2,12.7) 
这 里 及 下 文中 用 下 标 “(#)” 表示 以 当前 上 时刻 # 的 网 形 -间作 为 参 
考 构 形 的 量 ,。 而 无 下 标 者 仍 指 以 一 定 的 构 形 鹃 作为 参考 构 形 的 
量 。 利 用 极 分 解 公式 (6.2.1), 上 式 城 为 
Dr) 一 R(try): Ur) * RD. UC) 
式 中 Uin(r) 是 构 形 mz) 中 的 张 量 ， 表 示 从 构 形 wD 变换 到 构 
形 “0 的 右 伸 长 张 量 。 此 式 又 可 写作 
Dr 一 Rootr) RD， or UGOD (C6.2.8) 
式 中 
Be NT) 一 有 Ci* -Tifr) - RO (6.2.9) 
表示 把 构 形 -ko 中 的 张 量 Uin(7) 从 构 形 -5 旋转 到 构 形 和 中 
的 结果 。 由 于 RC 表示 从 构 形 统 变换 当 构 形 m2 的 旋转 , 反之 
RO 的 逆 , 好 ROD* 表示 从 移 形 wl) 变换 到 构 形 腕 欧 旋 转 。 因 
此 (6.2.9) 式 右 端 的 “RCI ”与 ~“. RUD” 各 表示 把 Uis(7) 


* 316” 


的 前 舌 蜡 与 所 矢量 以 均 形 -( 许 转 到 构 形 过 中 来 。 
现在 米利 f 容 不 变性 要 求 (6.1.4) 式 。 先 研 究 该 式 右 端 记 再 芷 
中 的 由 变量 QQ 一 中 :了 (人 一] 令 (6.2.8) 式 TT 王 1 一 1 可 
和 了 04 一， 于 是 
Qt 一 中 -四 人 一 中 一 站 二 一 站 Ritt 一 号 
,有 RUC (6.2.10) 
由 于 往 不 变性 要 求 C8.1.4) 式 中 的 Qt 一 5s) 可 以 是 任 普 的 正 交 
张 量 历史 ,我 们 可 以 选择 
Qt 一口 一 [Rootz 一 RD] 
~— RCD+ . R(t — so)* (6.2.11) 
于 是 (6.2.10) 式 成 为 
QC DG N= Bt) UG (6.2.10) 
(6.2.11) 式 中 令 s: 一 0， 并 注意 Rl) 一 1， 得 
QD = RON* . 1— RC)* C6.2.11Y 
由 于 (8.2.10) 与 (6.2.11) 两 式 , 不 变性 要 求 (8.1.4) 式 成 为 
RO)*. f (Dl RD f(s 一 QiD) 
因此 本 攀 方 程 (6.1.2》 成 为 
tt — f(DG—)) 


一 Rn ， £ (Gel UN) RD (6.2.12) 


式 中 人 Bin(i 一 1) "UD 为 构 形 统 中 的 张 最 ,因而 泛 泥 f 也 是 构 
形 归 中 的 张 量 。(6.2.12) 式 是 简单 材料 以 当前 上 时刻: 的 构 形 -(#) 
为 参考 和 网 形 的 木 构 方 程 形 坟 ,和 丈 之 为 本 构 万 程 的 第 四 和 化 简 形 式 。 

我 们 也 可 以 把 《6.2.12) 式 中 泛 函 皇 的 自 变 量 拆 成 两 个 ， 即 
nl? 把 (6.2.12) 式 写成 


tO) 一 RO EE (Bt — ,UD). RO (6.2.12) 


= S17 ， 


我 们 称 此 式 为 本 构 方程 的 第 五 种 化 简 形 式 。 可 以 证 明 (6.2.13) 式 
广 足 PME 由 (5.2.19) 的 第 二 式 


又 可 证 阴 名 

(7) 一 Be nt Tt) 

因此 仿照 关于 {6.2.3) 式 满足 不 变性 要 求 (6.1.4) 式 的 证 明 ， 可 证 
C6.2.13) 起 笛 足 PMI， 旧 | 


tC7) 一 RC) . Kk (Bi —), UD) Key 


= QO ， t(#) AD 
(6.2.13) 式 又 可 改 窟 作 
tC — RCO). 1 (il 一 9 CC RCDO* (6.2.14) 


式 中 
CO — [UA 
Fintt eo) [l(t Co 
一 RD .Coli — #1). Re) (6.2,15) 


1 (Fol — s), C0) 


一 k (wl — 5)， CD) 


在 (6.2.15) 式 的 推导 中 兽 用 到 (6.2.9) 式 。 (6.2.147) 式 称 为 本 构 
方程 的 第 六 种 化 简 形 式 。 


员 ”建议 读者 局 己 证 朋 。 先 利 币 42 ,12.77 与 (5.2.137 式 可 证 
Dye 一 人 
因此 
Cn Oo= CD Clty QO Ur) = QC Ur) - ON* 
再 利用 《6.2.92 与 (5.2.19 的 第 一 式 ,可 得 : 
PC) = RK*,. Ur) *: RD = Ki. Ur Rez) = dE) 


了 1+ 


我 们 也 可 以 用 应 变 张 量 来 代替 变形 张 量 ,例如 令 
$n(r) 一 加 [ 客 kr) 一 了 《6.2.167 


它 就 是 把 在 构 形 < 区 中 的 Green 相对 应 变 张 量 
下 Cr 一 py [CoCr) 一 了 
从 构 形 -(9 旋转 到 构 形 鹏 中 的 结果 , 故 类 似 于 (6.2.15) 式 , 有 


ST) = RROD , Eo,lr) , RO) (6,2.16Y 
若 在 (6,2.14) 式 中 取 泛 汞 1 的 形式 为 两 项 之 和 ;: 


I (Belt — 0), C0) 


一 rCC(D 填 q (Ful 一 站 ,CGO (06.2.17) 
式 中 右 辣 第 一 项 是 Co 的 现 数 , 它 只 取决 于 当前 时 刻 * 的 Green 
变形 张 量 ,而 第 二 项 出 为 依赖 于 当前 的 CC 与 应 变 历 史 (i 一 
分 的 泛 函 q， 将 (6.2.17) 式 代 人 (6.2.14), 得 到 
tC 一 RD : [r( COD) + qa (EL 一 站 CC] ROD* 
(6.2.18) 
我 们 称 《5.2.18) 式 为 本 构 方 程 的 第 七 种 化 简 形 式 。 如 杂 物 体 长 期 
处 于 静止 ,好 起 tf 一 5) 一 06， 则 可 慨 定 9 为 登 , 即 
a (Go, CED eo 0 (62.19) 
在 长 期 静止 的 情况 下 ,利用 (6.2.19) 式 , 本 构 方 程 (6.2.18) 成 为 
ft 一 RR. riC).R* (6.2.203 
以 后 在 第 七 章 中 我 们 将 定 驻 弹性 材料 为 在 任何 时 刻 上 都 服从 类 人身 
二 《6.2.20) 鸭 本 的 方程 的 材料 : 
t0) 一 ROD : ICCONY . 康 (ms 
— RO) . fCUC)) . ROY* (6.2.21) 


和 I 


四 、 以 Piola-Kirechhoff 总 力 张 重 表 示 的 本 构 方 福 


在 前 几 部 分 中 , 木 构 方程 邦 是 用 Cauchy 应 力 张 最 来 表示 
的 。 利 用 (4.4.2) 与 (4.5. 22) 式 , 即 


ri 一 ft . Be CD Ff 一 -名 | (6.2.22) 


ry pe 

Tl) = DC) . rt) (6.2.23) 
我 们 可 记得 到 相应 的 以 第 一 类 Pioia-Kirchhoff 应 力 张 量 ? 展示 
的 和 以 第 二 类 Piola-Kirchhoff 应 力 张 量 表示 的 本 构 方 程 6 


1. 以 第 一 类 Piola-Kirchhoff 应 力 张 量 于 表示 的 本 构 方 程 
让 (6.2.185) 式 并 利用 的 对 称 性 ,可 得 


RG)* ,Do* = DC. RO — UG) C6.2.24) 


利用 (6.2.24) 式 , 可 将 前 面 得 到 的 以 t 表示 的 各 种 本 构 方程 
化 简 形式 (6.23),(6.2.4)，(62.12) 一 (6.2.14),(6.2.18) 改写 成 以 


f 表示 ,结果 如 下 : 


z(#) 一 A Re - f (UC — +)) C6.2.3Y 
式 中 
于 (U(G 一 人 一 上 (UG 一 9) 0Ua 
T(0) — 名 Dy . h (C0 — 5)) (6.2.4Y 
和 人 RO, f (Wl 一 #) 


= B20 


. UN) . UO (6.2.12) 
TO) FRO) ， 下 (es 一 小 UO 〔6.2.139 


ott) 
式 中 
k (Blt — 5), UD) 
下 (rs 一 站 JU Cn 
z= RO LR) CHD) C62.14y 
| T=0 
式 中 


got), CO gos — ,CO) eo) 
及 
rz) 一 2 RO Li(CCC)) 于 (int — 1), CAN] 
坟 中 (6.2.19) 
EC) ~ (CO Ea) 
(Fo — ss), CO — q(t — ,CO CO 


2. 以 第 二 类 Piola-Kirchhoff 应 力 张 蜂 畦 表示 的 本 构 方程 


将 以 上 了 以 = 表示 的 本 构 方程 化 入 《6.2.23) 式 ,并 利用 (6.2.24) 

式 ,相应 时 有 
a pp 二 _ ， 
TO- -名 EU —)) (6.2.3) 


式 中 


的 


了 (0U4 DUD. f (UG .Uo 
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式 中 


起 中 


及 


式 中 


TO = -和 hCG 一 站 (6.2.4)" 
PE) r=0 


To) 一 -6 Ue). (ev 一 人 
p(t) ‘=0 
UC}. UC (62.12Y” 
FO) mp E(B ~ 0), UO) (62.13)” 
Pl#} =o . 


k (Be ts 一 5。 UfD ) 


是 二 和 


一 UG) ' 下 (ol — 13), Uf ). UC) 


Ca = 
TN te 1 ns), Cr 本 
Cr) ZE 和 一 人 {6.2,.14) 


1 (Balt 1), C0) 


CO. Two ), CW) .CO 


TO -CO) + ,9 (G0 ~ 1, C0) G219) 


pl 


r(CCD — Co .rccpDy Eo) 
a (Et 一 站 CCD) 


-CO qe — ,C0) Ce 


$63 内 部 约束 


其 些 物体 的 运动 

PO= XC(R,A {5.3.1 

服 以 某 些 限制 ， 简 如 材料 的 不 可 压缩 性 就 是 一 个 例子 。 对 于 物体 

运 济 的 限制 ， 称 汐 内 部 结束 或 内 部 约束 条 件 。 简 单 材料 内 部 约束 

常常 具有 以 下 的 形式 

aD}—= i (6.3.2) 

式 中 alD) 为 变形 梯度 PD 的 标量 区 数 。 (6.3.2) 式 则 于 材料 本 构 

方程 的 一 部 分 。 根据 标 架 无 差异 原理 (PMI)， 如 果 (6.3.2) 式 满 
足 , 那 么 把 DD 改 为 《5.2.15) 式 的 启 , 它 仍然 满足 , 即 


CO: DPD} 0 (6.3.3) 
对 于 任意 的 Q, 取 QQ 一 R*， 则 办 R* -DD = UU, (6.3.3) 式 成 为 
af 有 一 0 (C6.3.4) 


因此 PMI 要 求 内 部 约束 (6.3.2) 式 必 取 (6.3.4) 式 的 形式 , 即 = 只 
依 束 于 U( 当 然 ， 如 仍然 取 问 于 DD).。 可 以 验证 (6.3.43》 式 满足 
PMI, 利用 (5.2.19) 第 二 式 U 一 U 这 是 显然 的 。(6.3.4) 式 了 世 可 
写作 

CT 一 0 (6.3.5) 
式 中 Li 

AC) — atC) 
鲍 1 内 部 约束 条 性 


UT-0 或 C1 一 0 {6.3.6) 
表示 物体 基 不 可 人 悉 形 的 刚体 。 刚 体 中 的 应 力 是 静 ( 动 ) 不 定 的 。 如 
梁 想 机 确定 应 力 ,就 不 可 略 去 变形 。 
例 2 设 内 部 约束 条 性 为 
detU 一 1 一 人 或 detC 一 1=0 (6.3.7) 


间 再 卫 习 所 


也 可 写作 

1det 了 1 一 1 
(6.3.7) 式 表示 烤 料 为 不 可 压缩 鸭 。 不 可 压缩 材料 的 术 构 方程 六 
为 


tC2) 一 一 疡 上 是 十 f (D(: — 371) (C60.3.8) 


式 中 右 湾 第 一 项 是 比 可 持 缩 材料 本 构 方 程 (6.1.2)' 多 出 的 项 。 
(65.3.8) 涉 右 端 第 一 项 pt 站 可 以 加 减 一 个 常数 ,而 第 二 项 下 则 可 
册 姜 一 球形 张 量 。 政 不 失去 广泛 人 狂 , 可 以 规定 王 为 依 斜 张 呈 ,部 


tr f (DC =0 (6.3.9) 


因此 上 的 第 一 主 不 变量 为 
Fi 一 星 一 一 3p， 改 一 一 全 Ai (63.10) 


中 只 由 变形 两 史 是 不 能 确定 的 , 必须 借助 于 Cauchy 运动 律 与 
物体 表面 的 法 向 搜 为 的 边 容 条 件 才 能 确定 。 


$6.4 材料 的 对 称 性 、 各 站 同性 


在 上 曾 几 节 中 , 根据 标 架 无 差异 原理 (PMI)、 应 力 确 定性 罗 
理 和 局 部 作用 态 理 ,对 于 稀 单 材料 ( 即 一 阶 材料 ) 讨 论 了 物体 (或 材 
料 ) 的 本 构 方 程 形 式 。 我 们 并 未 涉 友 到 其 体 的 材料 。 一 般 说 来 , 材 
料 不 是 各 向 同性 的 。 

各 向 同 狂 只 是 材料 对 称 性 的 一 个 特例 。 因 此 我 们 的 讨论 必须 
从 村 料 对 称 性 的 一 般 理论 圩 始 。 

具 询 有 两 种 关于 材料 对 称 作 的 理论 ,其 中 一 种 是 R. 5. Rivlin 
及 其 合作 者 所 发 展 的 。 以 弹性 材料 为 例 ， 他 们 是 根据 应 变 能 函 
数 内 独立 旦 变量 来 区 分 材料 的 对 称 性 。 例 丸 | 各 同 同 性 弹性 材 村 的 
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应 变 能 依赖 于 Green 变形 张 最 的 三 个 主 不 亦 量 oE4 .大 与 大 和 
当 坐 标 转 换 有 时 ， 这 三 个 主 不 蛮 一 值 不 必 。 但 对 于 以 笛 卡 儿 尝 术 的 
XI 轴 为 对 称 办 的 枢 观 各 疝 问 狂 材料 ， 应 变 能 议 数 册 依 软 于 A 
Cs 《Ce 十 《Ca 这 各 处理 方法 可 以 推广 到 稍 
单 材 料 。 另外 一 神 洱 论 是 W，Noll 及 其 合作 者 所 发 展 的 理论 。 
本 市 将 主要 介绍 后 一 本 理论 。 


一 、 材 料 对 称 群 (zmaisrial symmetry gromp)， 或 称 各 向 
同 柱 群 (isotropy grounp)】 


材料 洒 称 群 是 号 本 构 方 程 形 式 对 参 著 构 形 . 鹏 的 相 赖 关系 密 
切 相 关 的 概念 。 

1. 本 构 方 程 的 形式 随 参 省 构 形 有 的 选择 而 改变 

本 (6.1.3) 与 (6.1.6) 式 ， 简单 材料 本 构 方 程 中 的 有 反应 泛 中 ff 
依赖 于 参考 构 形 人 的 选择 。 对 于 不 同 的 参考 构 形 鹏 与 统 、 辣 
一 个 材料 的 反应 泛 贺 fn 与 fx 是 不 问 的 。 其 不 天 有 二 : 

1) 好 黑 从 构 形 腕 变换 到 另 一 构 形 腕 的 变形 袖 度 Da 天 ) 
为 正 交 张 量 , 例如 从 璃 到 静 的 变换 是 一 个 出 性 和 话 转 ， 那 么 本 构 
方程 的 形式 不 同 ( 凤 f.5) 与 二 5) 不同 } 晤 因为 材料 在 不 同和 的 方 二 其 
育林 司 的 性 质 。 

2) 如 蛇 从 构 形 静 变换 到 另 一 构 形 静 的 变形 梯度 也:( 腕 ) 
不 是 正 交 张 明 ， 这 志 示 从 鹃 崖 天 的 变换 是 经 过 变形 的 (或 变形 
可 上 刚性 旋转 )。 例 如 对 于 同体 来 说 ， 鹃 是 自然 状态 :而 志 则 非 
朋 然 状态 ， 永 梅 方程 的 形 去 fa 与 5 一般 是 不 悦 的 。 久 例如 图 
6.1 所 示 的 司 于 容器 中 的 可 应 缩 流 体 ， 在 图 6 的 梅 形 .有 嗓 中 
abca 都 分 的 流体 ， 在 图 6.1(4) 的 构 形 绕 中 变形 成 B54 的 形状 a 
慨 定 以 统 为 参考 构 形 的 本 构 方 程 是 pp 二 gaytp) :向 以 矿 为 傅 考 
构 形 的 本 构 方 程 是 7 = 一 所 w(p)， 那 入， 即使 是 同一 个 之 度 e 值 ， 
潭 应 的 压力 值 了 与 8 一 般 说 来 也 是 不 相同 的 。 


th) 鬼 形 . 需 


虽然 对 于 不 同 的 参考 构 形 鹃 与 絮 ， 反应 泛 尔 fw 与 fm, 是 

不 向 的 ,但 它们 之 间 必 须要 满足 (6.1.8) 式 的 关系 , 即 
fot Dali—s))— E a Doli Oo— 5)- Ds) C6.1.8) 

对 于 任意 的 两 个 构 形 弦 与 天 及 任意 的 变形 梯度 历史 De 一 
人， (6.1.8) 式 两 端的 泛 范 f(a) 与 .f(a 不 同 , 自 变量 Da 人: 一 
1) 与 Da 一 六、 了 Taw[ 晕 ) 也 不 同 , 但 它们 给 出 的 是 同一 物体 
的 同一 送 动 交 所 产生 的 应 力 tCr) 。 因 此 两 端的 结果 是 相同 的 。 

例 设 林 材 为 弹性 材料 , 顺 纹 稿 氏 模 量 为 By 。 横 纹 杨 氏 模 量 
为 百 , ， 顺 纹 与 槛 禾 的 泊 桑 比 均 为 零 , 且 厅 能 承受 顺 、 横 纹 方向 的 
剪 应力 ( 即 剪 切 模 量 为 零 )。 为 简单 志 见 只 芳 碟 二 维 受 为 的 小 应 变 
大 位 移 情况 。 

因 设 木材 为 弹性 材料 , 故 由 (6.2.21) 式 ,上 述 本 均 方 程 中 依赖 
于 变形 梯度 历史 D(e 一 :) 的 泛 函 上 一 律 改 成 依赖 于 当前 时 齐 
的 变形 梯度 D (7) 的 函数 f， 设 取 参 考 构 形 受 如 图 6.2(a), 即 森 
纹 放 向 平行 于 X1: 轴 ; 另 取 参 考 构 形 过 如 图 6.2(5), 它 是 图 6.2(4) 
的 构 形 绕 4 点 逆 时 针 旋 转 90° 的 结果 。 车 以 图 6.2(a) 的 构 形 鹃 
为 荔 考 构 形 ,由 (6.2.3) 或 (6.2.21) 式 ,本 构 方 程 为 / 
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KI 构 形 党 


4b) 构 形 . 康 
五 c 
Dr st} 
+I 
Dr st SF) 
1 
放 x B Li 


D. oo En 


1, 


《el 物 形 下 
图 5.2 
Ee | 刀 让 本 
攻 一 R.,, " fra Uy,) ” 民 * (Co) 
式 中 

tt ty Yt Hn 六 0 其 
Ur, 一 (了 pz “ Ds) ， R.,, Dn, “ (Dee, M D.»,) vi (i) 
{rf 本 
fra Wa) — Ks, “ {Ua, 机 1) (ce) 
( 
Ks, = El +t Eylubh; {4) 


* a" 


疏 (a) 式 可 写作 


t = f£. wD,) 
De 三 Ye 
一 了 D “ (Ds, " Das) ” RK ， ” [Des,, ” 事 , 2 区 
Ce 心 > ty 
— 1]- (Dts, “ 了 Da " Dm Ca) 
若 以 图 6.203) 的 构 形 弓 为 参 沙 构 彤 ,其 中 XXXii 沟 Lagrange 随 
体 尝 标 : 则 本 构 方 程 汐 


季 人 人 
t 一 - 及 fm (Ua,) "RS, Ce) 
式 中 
上 人 本 只 3 on ， 
Usa; — (DS : Dasa)”, Rs 一 Da (DS,: Dn) (Nf) 
[ [是 [ tn [是 
fis(Us) = Ks. (Us,— 1) {g) 
er _ 
和 三 一 Ebi 十 Eylil. 三 一 El 二 Elil. {2} 


访 tc) 式 可 写作 
3 
t 一 fa (Ds,) 
xx 六 以 他 
Pa - (DE, ” Da) i ”区 * [CDiS, ， Da) 
一 了 “ (Ds, “ Dea) * Ds (ej 
比较 兖 不 同 的 参考 构 形 鹏 与 腕 下 的 本 构 方 积 (ee)y 三 (ee 式 ， 
可 知 它们 的 形式 不 同 之 处 仅 在 于 弹性 张 量 区 cm 与 下 加 之 不 同 。 


如 果 5 二 Ey， 则 区 4w) < 长 (g,， 因 而 本 构 方程 (oj' 与 (e》 的 
形式 是 不 同 的 。 

但 是 根据 对 于 不 同 参考 构 形 的 不 同 的 本 构 方程 (ay 与 (2) 式 
计算 出 来 的 应 为 张 量 主 却 是 租 周 的 。 例 如 。 设 变形 后 的 构 形 。 如 


图 6.2(c) 所 示 ， 沿 省 八方 商 的 主 侍 长 为 1， 横 纹 方向 的 主体 长 
为 机， 则 而 (4) 至 (4) 式 , 可 计算 得 : 
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本 - 
卫 , 。， = 入 二 了 十 ti (2z) 


Us, 一 ll +t dl (7) 
Ra, = 1 ~ il; + hl wk 
t 一 Bi 一 ii + Es(h, — i (1) 
类 似 地 ,由 Ce) 至 (人 式 , 可 计算 得 ; 
已， 一 十 Ai = 一 《了 
避 一 入 和 下 + Wd = dl + Fl) Cn) 
Ry, = i + li = hl 一 让 C0) 
{= Ea — li t+ Eva — 1)ii, (Cp) 


两 个 参考 构 形 统 与 弦 之 间 的 变形 梯度 为 正 交 张 证 : 
了 cai 天) = Ll, 十 LT “一 Lil; 本 Li 


Dal 所 ) 一 Da tf ) 一 IT: 十 hl = LI 一 Li (9) 


显然 , 按照 本 构 方程 Ca) ( 即 (ey) 与 (e)( 即 (e)) 式 计算 所 得 
的 结果 (上 与 (p) 式 穹 全 相 司 ;这 说 明 (6.1.8D 的 关系 式 入 到 浦 足 ， 
即 
fo 也。 一 fa (了 Da) 一 fa Ds, ， Da RB)) 

2. 等 体 变换 与 等 体 变换 群 

材料 上 其 有 其 种 对 称 性 ,实际 上 就 基 捐 对 于 某 些 参 尝 构 形 深 与 
这 ,本 构 方 程 的 形式 相同 . 

因为 对 于 参考 构 形 腕 与 深 的 本 构 方 程 形式 相同 的 情 涪 只 可 
能 出 现在 这 与 绚 为 夺 体 的 网 形 , 即 从 深 到 呢 的 蛮 换 不 由 现 体 
禹 变化 的 情况 :因此 以 后 我 们 只 限于 讨论 等 体 变 换 , 即 保持 体积 不 
变 的 变换 情 识 。 等 体 变 换 的 变形 梯度 称 为 等 体 变 次 梯度 (unimodu 
lar 了 琶 isorhoric transtormation gradient)s 设 从 从 形 经 到 地 的 
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塞 换 为 


H 一 Daw( 殉 ) 一 -0 — Pyp C6.4.14) 
则 班 为 等 体 变 换 稀 度 的 条 件 是 @ 
detE 一 十 1 《6.4.15] 


应 注意 列 是 与 时 间 无关 的 。 可 以 证 明 ， 若 日 为 等 体 变换 


梯度 , 见 一 H 与 下 也 都 是 等 所 变换 梯度 。 
所 有 的 符合 《6.4.15) 式 的 H， 即 全 部 的 等 体 变 狼 税 度 的 尘 
合 ,构成 一 个 群 , 称 为 等 体 变 澳 群 ,以 BL 表示 。 
在 代数 学 中 , 群 是 一 组 元 素 4, 8, C.… 等 的 上 集合， 在 元 素 之 
问 定义 各 先 法 , 记 作 4 .8, 是 满足 下 列 四 个 条 件 
1) 若 4, B 是 群 中 的 元 素 ,; 则 4 B 亦 赴 ; 
2) 结合 律 : 4* (B.C)=(4.8).C 
3) 存在 一 个 单位 元 素 1, 满足 
TI 4 一 4 一 4 《对 于 任 间 的 元 素 4) 
4) 任意 元 素 4 部 有 有 逆 4-4， 合 
4 4 一 4 4 一 
可 以 证 明 等 体 变换 群 2 满足 上 述 匹 个 条 人 性 。 
3. 材料 对 称 群 (1 
现在 我 们 把 (6.1.8) 式 中 DC 静 ) 的 范围 销 小 到 等 体 变换 袖 
度 (6.4.14,6) 的 情况 ,此 时 (6.1.8) 式 当然 仍旧 上 成立, 因此 
Ew Dealt— = 主 四 (Dot 一 全 :下 《642) 
对 于 任意 的 等 体 变 换 梯 度 晶 ( 见 (6.4.16, 5) 式 ) 与 性 意 的 变形 梯 


度 历史 Degli 一 +)o 
上 面 第 1 小 节 及 其 中 的 例子 已 经 说 明 对 于 不 同 的 参考 构 形 元 


加 《645 本 考 端 取 一 1 的 情况 相当 于 恋 形 与 旋转 以 外 还 加 上 反射 。 
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.与 这 ,本 构 方 程 中 的 反应 泛 函 fa 与 fun, 一 般 是 不 相同 的 。 但 
是 当 给 定 参 考 构 形 鹃 以 后 , 可 能 有 一 些 其 它 特殊 的 参考 构 形 顺 ， 
其 反应 泛 函 fw 恰好 同 fw 一 样 。 例 如 在 第 1 小 节 的 例 中 ,如 果木 
材 的 题 绞 杨 氏 樟 量 Es 与 横 绞 杨 氏 楼 量 万 1 相等 , 则 对 于 图 62(e) 
的 参考 构 形 弦 的 弹性 张 量 民 ca) (网 (4) 式 ) 与 对 于 图 6.2 (5) 的 
参考 构 形 乞 的 弹性 张 量 攻 .j ( 见 (如 式 ) 就 是 相同 的 ,因而 祖 应 本 
构 方 程 (a) 式 与 (e》 式 的 形式 包 是 相向 的 ,本 构 方 程 中 的 反应 泛 
读 世 是 相同 的 ， fem, 一 figyo 

材料 对 称 群 的 定义 ， 给 定 一 参考 构 形 呢 , 反应 泛 函 的 形式 为 
于 mo(Dun(t 一 9)， 对 于 构 形 绽 的 材料 对 称 群 多 co 就 是 满足 
fi = 一 fx, 的 等 体 变 换 详 度 
H= Da 天 )， detH=+l1 (6.4.1a,5) 
的 集合 。 例 如 ,对 于 图 6.3 ( 见 后 339 页 ) 的 横 观 各 疝 同性 材料 , 设 
Xirr 汐 烤 料 的 对 称 轴 ， 铝 cw 就 是 绕 ET 条 旋转 任意 角 的 正 交 蛮 
换 的 集合 . . 
这 里 要 注意 ,等 式 fx 一 fo 的 含义 不 是 {6.4.2) 式 , 而 是 指 
对 于 任意 的 变形 梯度 历史 D(z 一 9)， 
fia Dl Om )) = fantDG — 7)) (+) 
都 成 立 ， 这 个 等 式 只 当 各 属于 构 形 呢 的 材料 对 称 群 多 lw 时 才 
正确 。 而 (6.4.2) 式 则 对 于 任意 的 统 部 正确 (无 论 鹃 是 否 属于 
tg) )o 

”推论 : 对 于 两 个 等 休 的 构 形 统 与 用 , H 一 Da( 殉 )e WU ， 
本 构 方 程 中 的 泛 隙 形式 是 否 相 同 , 完全 取决 于 等 体 变换 梯度 开 是 
否 属 于 构 形 纪 的 材料 对 称 群 多 tm: 

下 一 下 及 二 -之 玫 一 了 (天 )6 Sin (6.4.3) 
显然 度量 张 量 1e 多 (yo 
材料 对 称 群 多 tw 又 称 为 各 向 同性 群 , 显然 多 (a 依赖 于 参 
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等 构 形 弦 , 而 且 它 是 等 体 变换 群 2 的 子 群 : 多 (m2 6 

由 于 (7) 式 中 的 DGz -- 5) 是 任意 的 , 故 可 改写 » DG 一 9) 
百 ， 再 利用 (6.4.2) 式 , 则 可 将 (6.4.3) 式 写作 

f aDG—)) = f(D mn).H) 
对 于 任意 的 了 Cr 一 二 He £8 [pg C6.4.3) 

这 里 要 注意 ，(6.4.2) 式 对 二 任意 的 He 人 ov 都 成 立 ,而 (6.4.3)' 式 
则 只 对 于 He 多 co 才 成 立 。 

(6.4.3》 式 中 的 D(z 一 5 是 任意 的 , 改 可 改写 作 DG- s). H， 
因此 得 到 


fmDG— = f(D — s+ H) 
对 于 任意 的 Dei 一) 二 He 多 (%) (6.4.3)" 
比较 (6.3.4) 与 (63.4)"， 可 以 看 出 如 果 He 多 (ws， 则 必定 


He 多 ww。 这 说 明 多 满足 群 的 第 4) 条 性。 利用 (5.4.3)” 式 容 
易 证 明 多 to 满足 祥 的 全 部 四 个 条 性 。 

4. 材料 对 称 群 多 (a， 依 束 于 参考 爸 形 纪 

由 第 3 小 节 中 材料 对 称 群 的 定义 。 每 给 定 一 个 参考 构 形 统 ， 
就 有 一 个 相应 的 材料 对 称 赂 多 wm。 因此 多 :wm 依赖 于 统 。 现在 
我 们 来 研究 对 于 同一 材料 ， 如 果 任 选 另 一 个 参考 构 形 弦 '。 那 么 
各 (qr) 与 名 (gm 之 间 有 什么 关系 ? 

令 由 

K -= Da HW') 

为 构 形 元 ' 外 对 于 询 形 绚 的 变形 梯 谈 。 因 为 构 形 是 任 选 的 ,所 位 
入 ' 与 中 一 般 个 是 等 体 的 构 形 , 即 K 一 懂 不 是 笔 体 变换 祥 庶 。 

可 以 证 明 : 若 He 多 wy， 则 


全 此 处 之 玉 缴 与 前 而 (2) 《44 式 之 漠 往 旧 重 也 w) 站 (5 蒜 淆 。 
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HK.H.:Keg,,, C6.4.4a) 
证 因为 (65.1.8) 式 适 用 于 尾 意 两 个 构 形 ， 把 它 用 于 构 形 家 
与 深 ， 得 天 (省 去 有 of 一 站 的 下 标 (- 殉 四 


站 ao(DG 一 9 一生 co(DG 一 个 -并 ) (6.45) 
对 于 任意 的 D(i 一 9)e 
利用 (6.4.5) 式 ,可 将 (6.4.3 六 以 (ao 的 形式 写 出 : 


于 (DG 一 9 K) 一 Fas DG 一 9 8 K) 
对 于 任意 的 Dt 一 收 二 He 学 人 aa) 
因为 D(z 一 引 为 任意 ,在 上 式 中 我 们 可 以 把 它 改 写作 DC -5 . 
尺 ， 因 此 得 到 
f(D fs(DG— .K.-H-K) 
对 于 任意 的 DG 一 门 去 HE 名,y， (6.4.6) 
这 网 等 价 于 
H—K-.H.Ke w=He So, [证 毕 】 
于 是 我 们 不 但 证 明了 (6.4.4z7) 式 ,而 且 旺 证 明了 疡 的 道 : 车 
HH Ee 和 ar 则 
H=R.H .Keg.,, (6.4.45) 
我 们 可 以 殷 (6.4.4e ,两 式 合 记 作 
多 (er 一 K. EA ” K, Sig) = K “ ER ‘KK (6.4.4c) 
四 此 多 wy 中 的 元 素 与 多 (wy 中 的 元 素 之 间 有 (6.4.4) 式 的 一 一 对 
应 关系 。 改 称 名 (wr 与 办 为 同 构 的 (isomorphic)。 由 于 满 
足 《6.4.4a) 与 【6.4.457 的 于 与 HH 称 为 共 力 加 (conjugate)， 获 


全 ”在 和 矩阵 理论 中 此 种 情况 称 为 "相似 ?。 
申 学子 序 昌 


称 满足 (ed44c) 式 的 多 le 与 多 cm 为 具 罗 群 。 


二 、 正 交 变 换 梯 度 Q& 多 co 的 条 件 


由 于 正 交 张 量 Q@ 满 足 (5.4.18) 式 : detQ 一 土 1， 正 交 变 换 
必 为 等 体 变换 。 可 以 证 明 爹 部 正 交 变换 梯度 Q 的 集合 @ 满足 群 
的 四 个 条 件 ,改称 为 正 交 变换 群 。 显然 BSA。 
正 交 变 换 索 示 刚 体 的 旋转 (或 旋转 加 反射 )， 连续 介 质 力 学 特 
别 是 辕 体 力学 对 于 哪 一 些 正 交 变换 {梯度 ) Q 属于 材料 对 称 群 
史 zw 这 一 问题 有 兴趣 。 根据 Sm) 群 的 性 质 , 如 全 QE Si 出 | 
其 逆 日 一 Q* 亦 必 € 多 (my。 
在 (6.4.3)' 式 中 令 得 一 Q, 得 到 决定 Q 是 否 属 于 材料 对 称 妊 
妓 ,w 的 条 件 : 
和 (DG 一 9 一 上 co(D( 一 9 Qt) 
泌 于 任 病 的 Dti 一 了 二 之 QE wy (6.4.7) 
在 (6.4.7) 式 中 DG 一 人) 为 任意 的 收 可 以 把 它 改 窟 为 Q + DG 一 
:)。 于 是 得 到 @@ 
faQ DEH))— fmQ.DG—s).Q*) 
对 于 任意 的 DG 一 上) 二 QQ & 多 (9 (6.4.7) 
由 PMI 的 不 变性 楼 求 (6.1. 和 ) 式 ， 其 中 的 Q(4 一 9) 可 为 性 
意 的 , 改 可 令 QG 一 5) 二 晶 : 


[| 


Qf DG Qt faQ: DG—)) 


代入 (6.4.7) 式 左 端 ,得 到 
QQ: £ (DG 一 了 Q* = ff ‘mt DC 一 5)， Q*) 


二 候 定 张 脐 可 以 平移 ;因而 不 必 苇 虚 张 基 的 两 虑 些 。 
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对 于 任意 的 DO 一 1 二 主 Q 多 (mw (6.4.8) 
显然 ,度量 张 量 


I € Ya, (6.4.94) 
又 由 (6.4.8) 式 | 
Le gn (6.4.98) 
因此 ,如果 Qe 多 (wm,， 由 群 的 性 质 反 (6.4.95)， : 
—Q—Q.(—D eg (6.4.9) 


现在 我 们 来 讨论 (6.4.8) 式 的 含义 。 利 用 极 分 解 公式 ， 
Df — = Ri— ss): Ur s) 
V(t s)*: Ri— s+) (6.4.10) 
或 简写 为 
了 一 RU 一 .BR (C6.4,10)" 
可 以 证 明 : 当 DD 进行 正 交 变换 时 ,由 D 的 彼 分 解 所 来 定 的 用,U， 


V，C = 路，s 一 大 也 都 谈 成 自己 的 正 交 变换 ， 用 式 子 表示 如 
下 : 
若 DD 一 Q.D.Q*。 则 必 有 
R->Q.R.OQr (C64.11) 
UO.:U.Q*, CE>O:C.0O* ' 
V-Q-V.Qr ae—>Q.c.0* 
证 由 (6.4.10) 式 ,可 得 Q .D . Q* 的 航 分 解 式 : 
Q-:D.Q+-Q.R.U.Q* 

~ (Q:R.Q).(Q:U. Q:*) 

~ OQ.V.R. OQ* 

-QV 0Q*):.(Q.R.: Q*) (6.4.12) 
根据 极 分 解 的 唯一 性 。 和 由 (6.4.12) 式 可 得 (6.4.11) 的 R,U 与 V 
式 。 再 利用 C 一 UU, 一 风 ， 即 可 证 (6.4.11) 中 的 C 与 6 式 。 

因此 (6.4.8) 式 的 含义 是 :如 果 正 交 变 换 Q 属于 对 于 参考 构 
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形 腕 的 材料 对 丈 群 多 (a,, 那么 对 变形 梯度 历史 DB(; 一 +) 作 正 交 
变换 ( 即 指 把 前 矢 最 与 后 失 量 都 进行 由 站 所 表示 的 正 交 变换), 因 
和 而 由 (6.4.110) 式 , 民 ,U[ 及 一 U 与 V( 及 上 一 V) 也 变 成 自己 
的 正 交 变 铭 ， 轩 (6.4.8》 式 按 术 均 方 程 定 的 Cauchy 应 力 张 量 


t 也 恋 成 自己 的 正 交 变换 。 皇 简单 -- 点 说 。 如 果 Qe sm， 则 地 
变形 梯度 历史 DG 一 s) 作 一 个 以 QQ 表示 的 旋转 , 所 有 的 变形 张 
量 与 旋转 张 量 以 及 按 本 构 方 程 确定 的 Cauchy 应 力 张 量 都 将 作 同 
样 的 旋转 。 例 如 图 6.2 的 例 中 。 如 果 顺 纹 与 横 纹 方向 的 杨 氏 模 量 
相等 肥 Es 一 BL， 则 QQ 一 Deay( 沈 )】E 尖 (w， 在 图 6.2(a) 的 构 形 
以 中 ,把 竖 直 方向 伸 长 变形 怒 转 90° 变 成 水 平方 向 仲 长 变形 , 则 应 
力 由 竖 直 方向 受 拉 也 旋转 90° 变 成 水 平方 向 受 拉 ， 数 值 不 变 。 

这 里 变 特 别 注意 (6.4.8) 式 与 PMI 的 不 变性 要 求 (6.1.4) 式 的 
区 型 : 

1) (6.4.8) 式 只 适用 于 属于 材料 对 称 群 多 lw， 的 正 交 变换 Q; 
而 PMI 不 变 作 要 求 (6.1.4) 式 则 用 于 任何 的 Qi; 

2) (6.4.8) 式 的 含义 是 当 变 形 梯度 D 变换 成 QQ . D+ Q* 时 
(因而 各 个 变形 与 旋转 张 量 按 (6.4.11) 式 同样 地 变换 )，Cauchy 应 


力 张 量 t 也 变换 成 Qt + Q*; 而 (6.1.4) 式 的 含义 则 为 当 变形 
梯度 按 标 架 转换 关系 (5.2.15) 式 ， DD > 和 名 一 Q . D 进行 变换 ( 轩 
而 南 (5.2.19) 式 ) R 一 衣 一 QQ .R, 如 一 QU 不 恋 ， 由 [5.2.20) 式 


V 二 六 一 Q 'V.Q* 时 ，Canchy 应 力 张 区 上 也 技 其 标 架 转 歇 
关系 (5.2.14) 式 变 成 t 一 Q.. Q*。 

在 (6.4.8) 式 中 ，Q& 多 mm 的 条 件 是 通过 简单 材料 的 本 物 方 
程 (6.1.2)" 中 的 泛 函 f(D(i 一 门 ) 来 表示 的 。 同样 我 们 也 可 以 
通过 简单 材料 本 构 方程 的 其 它 化 简 形 式 中 的 泛 渭 来 表示 。 
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省 辽 第 一 冲 化 管 形式 (6.2.3) 式 由 的 泛 毅 (也 就 是 16.127 式 让 
的 泛 耳 筷 表 示 : 
Qf aU QO fnQ UG Q) 


对 于 任意 的 UL 一 :) 二 之 QE 多 [pg) (6.4.13) 
涌 过 第 二 种 化 简 形 式 (6.2.4) 式 中 的 泛 潜 友 示 : 


Qh ealCG—)) Q* 一 eatQ Ce 一口 Q*) 


对 任意 的 《tr 一 中 二 > 他 E 多 im 《6.4.14 】 
通辽 第 三 种 化 简 形 式 (6.2.6) 式 中 的 泛 函 表示 : 
Q: as ec 一 0 Qr 一 om(Q ce 一 0Q*) 
对 任意 的 Cli 一 了) 二 守 Q Etg [6.4,15 3 


通过 第 外 和 神化 简 形 也 《6.2.12) 式 中 的 泛 图 【也 束 是 612 式 
中 的 泛 图 二 表示 ; 


Q (bo 一 9 UD Q* 
一 (CQ Wink) Q90 QUO Q*)) 
: 对 于 任意 的 Bwlz 一 个 与 Un (6.4,16) 
6 i 
遂 过 第 五 种 化 简 形 式 (6.2.13) 式 中 的 泛 隧 表示 : 
Q “ 下 an(Geeott 一 5), Ur ) " AO* 
— kwQ Bo Q*, QU Q") 


对 于 任意 的 Btt 一 5) 与 U0) (6.4.17) 
二 二 人 上 | 
通过 第 六 种 化 简 形 式 (6.2.14) 式 中 的 泛 函 表示 : 


Q， LaCeoG 一 DCO) Q* 


* 下 于 


~ YQ 0) ,QC Q") 
对 于 任意 的 多 w(t 一;) 与 C4) (6.4.18) 
" 二 人 Eg) 
通过 第 七 种 化 简 形式 (6.2.18) 式 中 的 渤 孙 表示 : 
Q .ra(C)-Qr -rm(Q .C-Qr) 对 于 任意 的 C 


心 ， ql 一 TCD 站 {64.19) 


a a(Q Eo Q*, QC Q*) 
对 于 任意 的 wi 一 上) 与 Ca 一 Qe 
以 上 的 (6.4.8) 及 (6.4.13) 一 (6.4.19) 式 部 是 人 EE 名 (wy 条 件 的 
不 同 表达 形式 。 
由 (6.4.9) 式 ， 与 一 1 必 屁 于 名 (wy。 对 于 有 点 材料 ， 除 了 
与 一 1 以 外 ,还 可 能 有 一 些 正 交 变换 信也 属于 名 lm。 例如 图 6.3 
东 一 横 驱 各 向 同性 国 你 材料 的 物体 的 非 扭曲 状态 缀 外, 篆 卡 儿 夏 
村 轴 ni 为 材料 的 对 称 轴 。 以 驴 表示 绕 材料 对 称 轴 Xi 旋转 性 
膛 9 才 的 正 交 变换 , 即 
Qlnt (leosm + Lsing)l,+ 《一 五 sin 中 
十 la cos p )ll (Cr) 
式 中 1:, I, Li 为 第 卡 几 学 标的 基 人 矢量 。 QO 的 筷 阵 为 - 
eosp —sing Oi 
IQf isinpg cosp 0) 
| 0 0 1 
二 述 正 交 迹 换 已 的 党 合 ,就 是 横 观 各 向 同性 材料 的 多 (we 由 构 形 
听 经 过 这 种 主妇 变换 【《 即 绕 X 旋转 汪 朋 ) 后 达到 的 新 构 形 到 ， 
具 育 与 构 形 芝 相同 形式 的 本 构 方 程 。 


GB 见 后 四 .6， 二。 此 处 非 担 得 状态 指 中 和 扬 然 状态 经 过 正 交 变 棉 或 在 术 邮 各 向 同 
性 平 曾 (< 同 图 .3 的 各 一 Xu 面 ) 中 均匀 拉 休 [ 见 K6.6.2 式 ) 的 状态 。 
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三 、 各 向 同性 


除了 工 与 一 以外。 哪些 正 交 变换 马 属于 材料 对 称 群 多 mu， 
这 取决 于 材料 及 所 选 拌 的 参考 构 形 坊 。 在 连续 介质 力学 中 有 一 
个 很 重要 的 情况 ,就 是 全 部 的 正 交 变换 群 @ 都 太 于 字 Lme 
定 尺 ”如 有 果 有 一 参 浇 构 形 腔 ， 其 材料 对 称 群 垦 ew 包含 全 部 
的 正 交 变换 群 好 : 
一 和 《三 ,二 .2 人 
则 称 材 料 为 各 向 同性 【isotropic)， 而 梅 形 组 称 为 各 向 问 性 材料 
的 韭 扭 曲 状态 Cundistorrea state)。 换季 话说 , 各 向 问 性 材料 的 
非 扭 曲 状 术 的 村 料 对 称 群 必 包 含 全 部 的 正 交 变换 群 ;否则 ,如 时 对 
某 状 态 其 烤 料 对 称 群 不 包含 全 部 正 交 变换 群 。 则 此 状态 不 是 非 招 
曲 状 态 包 。 
由 香 向 同性 材料 的 定义 (6.4.20) 式 与 材料 对 称 群 侈 (ww) 依 刺 于 
参考 构 形 统 的 关系 (6.4.4) 式 ， 可 以 推论 : ”如果 鹃 为 各 向 同 尾 


名 ”由 后 面 的 全 6.5 一 , 简单 流体 的 任何 一 个 杖 志 都 是 非 扭 由 状态 ; 出 后 疝 的 结 6- 大 
二 > 各 向 同性 简单 阅 体 的 非 浊 曲 闪 态 是 指 由 自然 状态 状 过 正 交 变 换 或 均 名 膀 鼎 
的 妆 态 。 
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材料 的 韭 握 曲 状态 ， 则 鹃 经 过 任 一 正 交 变换 改 和 而 达到 的 构 形 
GB'(K 一 Dewy( 弦 ')) 亦 为 非 捏 曲 状 态 。 因 此 ,在 各 向 同性 材料 的 
名 个 非 扭 曲 状 态 中 ,力学 试验 无 法 分 辨 

由 以 上 的 定义 ， 科 向 同性 材料 非 捏 晶 状态 绽 的 材料 对 称 群 
多 i'w 至 少 是 全 部 的 正 交 变换 群 罗 。 另外 一 方面 ， 由 前 述 烤 料 对 
称 群 的 定义 ， 多 ta 最 大 不 可 能 超过 全 部 的 等 体 变换 群 av 。 

以 各 向 同性 林 料 的 非 扭曲 状态 为 参考 构 形 喀 , 任何 的 正 交 变 
换 Q 启 属 于 多 (a 因 比 ，(6.4.8) 式 的 条 件 对 于 任意 的 QeG 均 
成 立 ,上 比 时 我 们 称 泛 函 
z {nD — 5)) 
满足 各 向 局 性 条 件 @ ,并 称 它 为 名 向 同性 泥 函 。 同 理 ，(6.4.13) 一 
(6.4.19) 名 式 中 的 泛 函 ， h,， g», k, 1, .4 沟 满足 名 
向 同性 条 件 , 故 均 为 各 向 同性 泛 函 ， 而 (6.4.19) 式 中 的 函数 则 为 
各 向 同性 函数 。 

同样 可 所 证 明 ， 对 于 各 向 同性 材料 且 参 车 构 形 鹃 为 非 钮 曲 
状态 ,出 现在 以 第 一 半 Piola_Kirchhoff 应 力 张 量 * 表 示 的 本 和 构 
方程 (6.2.3), (6.2.4》 ,06.2.12)' 一 (6.2.14)，((6.2.197 式 中 的 各 
个 泛 叶 ,与 出 现在 以 第 二 类 Piola-Kirchhoff 应 力 张 量 工 表示 的 
本 构 方 程 (6.2.3》"', (6.2.4)” (6.2.12) "一 (6.2.14)"”，(6.2.19)”" 式 
中 的 各 个 泛 函 ,都 是 各 向 同性 泛 孙 。 


四、 各 向 同性 丁 料 的 本 构 方 程 名 


对 于 各 向 梧 性 材料 ， 设 参考 构 形 绽 为 非 振明 然 态 。 本 构 方 
@@ 《6.4.8) 式 对 于 性 意 的 @ 均 成 立 ; 这 样 的 条 在册 作 f 的 种 册 问 性 条 你 。(6-4-13》 
一 (6.4,19) 各 式 亦 类 似 。 
@ ”本章 只 讨论 简单 材料。 
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程 的 第 一 种 化 简 形 式 {46.2.3) 式 可 以 写成 
t) — RO) - (UG :ROY 


二 f (RC) "UG C7) RG)*) 


这 里 赔 去 了 表示 参考 构 形 的 下 标 “【 字 不 号。 上 式 的 第 二 个 等 
式 利 用 了 各 向 同性 条 件 (6.4.13) 式 {其 下令 售 一 民 WD)) 而 导出 。 

对 于 本 构 方 程 的 第 四 至 第 七 种 忙 简 形式 (56.2.12) 一 (6.2.14)， 
(6.2.18)， 采用 当 交 时刻 + 的 构 形 为人 参考 构 形 , 本 构 方程 的 形式 吕 
以 进一步 北 往 。 下 面 我 们 需要 用 到 以 下 的 关系 式 : 

由 和 极 分 解 公式 (6.4.10) 可 得 到 右 伸 长 张 量 Uka 与 左 伸 长 张 量 
VD 之 间 的 关系 

ROY Ue) +: RE 一 VO) 【5.4,218 
式 中 
UD = CD, VO = et = BC) 
琴 此 , 二 Cauchy-Green 变形 张 量 CU 与 左 Cauchy-Green 变形 
张 时 BCo) 之 间 的 关系 
RD CD : RO = BO) (6.4.215) 
式 中 
Bs) 一 el?) 
还 有 了 由 (6.2.9),(6.2.15) 第 二 式 与 .6.2.16) 式 可 导出 关系 
RO Bs 0) ROD* 一 和 一 了 (6.4.21c) 
RD on Om) ROD* 一 Cooft 一 了 (6.4.214) 
RO : Bi Oo— 7 RO — El — ;) {6,.4.21e) 


= [C(t— 7) —1] 
2 


于 是 , 利用 各 向 同性 条 件 (6.4.16) 式 (其 中 令 Q 一 RG) e@) 
及 (6.4.214sc) 或 ,本 构 旋 程 的 第 四 种 化 简 形式 (6.2.12) 式 可 化 成 
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二 站 一 RO) - 下 (ex 一 DUOD) . RO 


一 FRO. aet 一 中 : RO) 
‘ (RO) ，UG) - RCD*)) 
一 £ (Uo 一 人 :VCD) (6.4.22) 
同样 ,利用 各 向 慑 性 条 件 (6.4.17) 式 (其 中 令 Q 一 RG) e@) 
及 (6.4.214，,c)， 本 构 方 程 的 第 五 种 化 简 形 式 (6.2.13) 式 可 化 成 
ts) 一 Ek (Ut 一 站 ,WOD) (06.4.23) 
利用 名 向 同性 条 件 (56.4.18) 式 (其 中 令 Q 一 ROD Ee@) 及 (6.4.216， 
4) 式 , 本 构 方 程 航 第 六 种 化 简 形 式 (6.2.14) 式 可 化 成 
tl) 一 】 (Co 一 说， BCD) (6.4.24) 
以 及 利用 各 向 同性 条 件 (6.4.19) 式 (其 中 令 Q 一 RG)e@) 及 
(6.4.218,e) 式 ， 本 构 方程 的 第 七 种 化 简 形式 (6.2.18) 式 可 化 
成 
it eCBO) + a (Eolt—), BO)) (6.4.25) 
这 些 本 构 方 程 (6.4.22) 一 (6.4.25) 的 形式 表明 : 各 向 同性 材料 
(参考 构 形 鹏 为 非 扭曲 状态 ) 在 “时 刻 的 Cauchy 应 力 张 量 (2) 
只 取决 于 当时 的 左 集 长 张 最 VC) (或 左 Cauchy-Green 变形 张 量 
BO 一 VG) 与 促 长 史 Uiw(t 一 s), 而 与 妖 转 史 R(t 一 9 无关。 
各 商 同 竹材 料 《 鹃 非 扭曲 ) 的 本 构 方程 中 所 有 出 现 的 泛 函 或 
函数 都 是 各 向 癌 性 泛 函 或 函数 , 故 可 以 利用 张 景 分 析 中 的 Cauchy 
基本 表示 定理 来 写 出 它们 的 分 居 形 式 。 例 如 以 对 流 应 力主 表示 的 
第 三 种 化 简 形 式 (6.2.6), 其 分 量 形式 为 


Fa 加 一 8 4sCrilt — s), Gan) (6.4.26) 
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《6.4.25) 式 的 入 量 形 臣 则 为 
Wi) = ri Bule), gmat#)) 
l 十 gC Cinlt 和 5) | Spa Brat#), umlr)) {6.4.27) 


86.5 简单 流体 


™—™ ~ 定义 


在 初等 的 教科 节 中 把 流体 定义 为 形状 随 其 容器 改变 的 材料 。 
其 含义 就 是 说 在 密度 不 灾 果 流体 的 狂 质 (或 行为 ) 不 受 于 形状 的 影 
中 。 用 精 允 的 数学 语言 米 下 定 尽 : 
定义 ”一 简单 材料 ,如 有 果 对 某 人 参考 构 形 绽 ， 材料 半 称 群 多 lw 
就 是 全 部 的 等 体 变换 群 作 ， 即 
Gig 一 <- 《6.5.1 7 
则 称 此 材料 为 简单 流体 (simple fuid)， 鹃 称 为 简单 流体 的 非 扭 
曲 状 态 。 
因为 全 部 的 正 交 变换 群 @ 包含 于 等 体 变换 群 弧 之 内 ， 即 
BCEB ， 奢 由 (6.5.1) 式 ， 四 三 加 (gy 一 2， 所 以 (6.4.20) 式 满足 ， 
故 简 单 流 己 是 各 向 同性 材料 ， 而 且 上 述 定 六 中 的 参考 梅 形 琉 是 
各 回 同 性 材料 的 韭 捍 曙 状 态 。 
还 可 以 证 周一 个 推论 : 
简单 流体 对 于 任何 一 个 参 沙 梅 形 【《 记 作 腕 ”)， 科 料 对 称 群 
多 (a) 都 是 全 部 的 等 体 变换 群 入， 即 
名 (一 和， 殉 ' 任 演 (6.5.2) 
这 就 是 说 ,任意 的 攀 形 弦 ' 部 是 简单 液体 的 韭 握 帕 闫 楚 。 
证 设 雪 其 简 单 流体 定义 中 所 提 到 的 全 故人 怕 卢 , 呢 是 简单 
流体 的 非 扭曲 六 态 。 今 设 绽 ' 为 任意 构 形 ， 
， 长 一 Da 有 ) 


s 六 下 于 


因 缠 ' 为 任 音 ， 政 入 与 过 可 以 不 是 等 体 的 ,如 密度 可 以 不 局 ， 

dct 和 可 以 不 等 于 lo。 
由 《6.4.48， 区， 多 ww， 中 的 元 素 H 与 多 ,中 的 元 素 再 之 

而 存在 关系 

HK.H.K, H-K.H.:Kk 

由 上 式 可 证 detH 一 detH, 因 He (一 detH 一 土 1, 故 

detH 一 土 1，H' & 名 :gryo 因 多 (wr 与 留 (my 同 构 ， 故 鲍 (o') 一 

2 , 直 为 非 插 曲 状 态 。 证 完 


二 、 篇 单 流体 的 本 构 方程 


下 面 我 们 证 有 明 简 单 流体 的 本 构 方 程 对 参考 构 形 家 的 依赖 性 
只 反映 在 构 形 过 的 质量 密度 rw 上 。 
假定 有 商 个 构 形 史 与 侈 , 它们 的 质量 密度 相同 ; 


MR mr") [6.5,3) 
令 、 
K = Dn( RR ) 
则 由 《2.4.67 取 
体积 化 二 22 有 一 |det 攻 | 一 1 (6.5.4) 
Dum) : 


因此 Ke 2 一 多 (mo。 由 (6.4.3) 式 ,对 于 参考 构 形 综 与 级 ， 本 
构 方程 中 的 反应 泛 函 形式 相同 ， 

Ff (Dl 一 = 主 wo(D(: 一 中 (6.5.5) 
所 以 两 个 参考 构 形 统 与 多 和 ,只 要 它们 的 质量 密度 相同 ( 见 (6.5.3) 
式 ) ,本 构 方程 中 的 泛 函 形 式 就 相同 ( 见 (6.5.5) 式 )。 换 名 话说 ， 反 
应 泛 于 仅仅 依赖 于 参考 构 形 客 的 质量 密度 mm。 而 与 构 形 
的 其 它 性 质 (例如 方位 ,形状 ) 无 关 。 只 雍 在 反应 泛 函 中 加 进 一 
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个 自 变 量 pun 就 完全 反映 了 上 对 参考 构 形 的 依赖 关系 : 
(DG 一 9 一 f(DG— 5), am) 


于 是 ,对 于 简单 流体 ,本 构 方程 的 第 一 科 化 简 形式 (6.2.3) 式 可 
写成 
te ~ RO) . EUG— 0), om) RO (6.5.6) 


式 中 于 是 变形 史 U(s 一 9) 的 泛 函 和 标量 pen 的 函数 。U(s 一 ;) 
即 指 Uwyti 一 5 路 (省 去 J 下 标 “( 索 )” 未 写 )。 
赔 然 反应 活 孙 对 参考 构 形 的 依 加 仅 仅 表现 在 pw 上 (当然 D， 
U, R 等 都 是 相对 于 参考 构 形 统 的 )， 那 么 我 们 可 以 选择 当前 时 
刻 :的 构 形 为 参考 构 形 ,此 时 RC) 一 1，(6.5.6) 式 成 为 
tC) 一 Ff (Uot — ), pO)) C6.5.7) 
这 里 的 上 与 (6.5.6) 式 中 的 上 是 同一 个 泛 函 。 


由 前 所 述 ,简单 流体 是 各 向 同性 材料 , 故 (6.5.7) 式 中 的 泛 哨 应 
满足 类 侯 于 C6.4.8) ,(6.4.14) 一 (6.4.19) 的 各 向 同性 条 件 , 即 


Q. EUuoc 一 De Q 
下 (Q UoG Qt, po)) QeG (65.8) 

应 注意 (6.5.8) 式 作为 各 向 同 竹 条 件 ， 对 于 任 汪 的 正 交 变换 都 应 江 
足 。 也 就 是 说 ,f 是 各 向 癌 性 泛 函 。 

(6.5.7) 式 表明 : 简单 流体 在 当前 了 时刻， 的 应 力 多 取决 半 当 
前 的 密度 cC5) 及 相对 寺 当 前 构 形 的 全 长 史 ( 或 变形 史 ) Ul(1 一 )。 

(6.5.8) 式 则 表明 : 若 全 部 的 促 长 史 敌 一 个 以 正 交 变 换 Q (党 
张 量 ) 表 示 的 旋转 , 则 Cauchy 应 力 张 盟 也 做 同样 的 旋转 。 

仿 上 面 的 讨论 ,对 于 简单 流体 ,本 构 方程 的 第 七 种 化 简 形式 

本 


(6.2.18) 应 为 
HD) ~ RO (Gi— 1), CO), pm) * RO (6.5.9) 
式 中 Co 即 指 Cowl2)， 
了 (Gu 人 一 站， 站 (Pa 


—r(CO pa) + qa ceo 一 9 CC pm) 


取 当 前 时 刻 + 的 构 形 为 参考 构 形 顺 , 则 RGD 一 I，CCD 一 1, 及 
由 (6.2.16} 式 ， 

nt Oo— = Enis) 
本 构 方 程 (6.5.9) 就 威 为 


ti) — (pe) + a (Eu — 5), pe)) (6.5.10) 


趟 中 了 与 gq 满足 (6.4.19) 式 的 各 向 同性 条 件 : 
Q: rtpO)): Q* = rp), QED {6,5.11a) 


Q- qa (CEoc 一 De Q* 


~ QQ， ED 一 站 Q*, p() Qe (6.5.116) 


出 《6.5.11a) 式 : 可 以 证 明 区 后) 为 一 球形 张 量 趾 , 记 作 
Pi) 一 一 起 Pt) (6.5.12) 
故 本 构 方 程 (6.5.10) 式 成 为 


i) 一 一 PPCDE 十 a Cols—s), pA)) C6.5.10) 


对 于 静止 的 访 体 ，Eeokt 一 5) 三 3， 假设 9 一 9， 则 (6.5.10) 式 
成 为 
to _p(p)l (G6.5.13) 


”加 ”证 明 方 法 可 家 一 箔 卡 儿 维 标 系 ,并 也 Q 为 坐标 加 交换 , 族 转 备 还 交 蛮 顽 。 
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以 后 我 们 将 定 久 弹性 流体 ， 假 定 (6.5.13) 式 适用 寺 任 何 时 刻 ， 
鞭 本 构 方 程 为 | . 
t — —p(pt))I (6.5.137 
这 就 是 流体 弹性 力学 (Blasticity of fluids) 所 研究 的 对 象 。 


假定 内 部 约束 条 件 为 pl1) = const. 本 构 方 程 (6.5.10)* 成 为 
t(D) 一 —pl+ q (Ew — 5s)) (6.5.14) 


式 中 所 为 不 可 定 压 力 【indeterminate pressure)，。 即 不 可 内 以 变形 
的 历史 确定 。 为 了 区 列 ,(6.5.10]】 式 中 的 压力 p(ptD9) 则 有 时 称 为 
热力 学 压力 (thermodynamic bfessure )。 利 (6.3,8) 式 相关 似 ， 我 
们 河 岂 规定 上 起 中 的 第 二 项 为 一 仿 位 张 量 。 


566 简单 加 人体 


一 、 定 多 


简单 固体 的 定义 如 下 : 

一 简单 材料 ,如 有 果 半 某 和 参考 构 有 形声, 材料 对 称 群 名 (x 为 正 交 
变换 群 用 之 子 群 , 即 

Gi ECE (6.6.1) 

则 称 此 简单 材料 为 简单 固体 (simple solid)， 并 称 此 参考 构 形 最 
为 上 简单 固体 的 非 扭 曲 状 态 。 

可 以 区 分 两 种 情况 : 

1) 多 (oo 一 如， 符合 于 (6.4.20) 式 。 简 单 固体 是 各 向 问 性 的 ， 
称 为 各 向 同性 简单 男 体 ,简称 各 向 同性 画 体 ; 

2) 加 (wy 世人 台 , 简 和 丫 胃 体 非 种 向 同性 , 称 为 全 异 性 (anijotre- 
pic) 简单 周 体 。 


一 个 材料 不 可 能 同时 既是 简单 固体 ,又 是 简单 流体 ,因为 简单 
流 休 的 任意 构 形 统 都 是 非 宜 曲 状态 ， 多 一 和 ， 不 可 能 满 
足 (6.6.1) 式 。 但 是 ,简单 国体 与 简单 流体 并 不 构成 往 单 材料 的 全 
部 。 有 的 简单 材料 可 能 既 非 简单 固体 ， 又 非 简单 流体 。 如果 对 某 
一 做 考 构 形 组 ,多 Cr ， 故 材料 非 简单 流体 ,同时 多 lw 不 与 
任何 妈 的 子 群 共 弧 ( 见 (6.4.4c]) 式 )。 故 材料 非 简单 固体 。 这 种 材 
料 Coleman 称 之 为 简单 被 暴 {simple liguid crysts]]。 

但 是 各 亲 加 性 的 简单 衬 料 则 二 者 必 居 其 一 : 不 是 简单 轿 体 ， 
驶 是 简单 流体 。 这 是 因为 根据 群 论 中 的 定理 , 不 存在 醋 包 含 多 而 
又 人 台 于 和 的 群 。 如 林 多 (wy 介 于 多 与 之 间 : OC 多 人 2 ， 
则 移 一 轨 与 党 (w) 一 人 二 者 必 届 具 一 。 


二 、 和 人 简单 辐 栖 的 非 扭曲 状态 


可 以 证 朋 : 若 参 考 均 形 过 为 简单 同体 的 非 扭 有 曲 秘 本 ， 令 民 
为 尾 一 正 交 变换 : 
K—Da(R), KK 
则 由 鹏 经 过 正 交 变换 及 所 达到 的 构 形 腕 必 也 是 非 扫 时 状态 。 
证 由 (6.4.4c) 式 
Gia — KK. gin: K 
因为 绽 汶 非 扭 曲 状 态 , 故 狠 (qpyC 外 。 设 任何 正 交 恋 换 食 € 台 [wjC 


2 则 Q 一 KK. Q-.KKeg。 因此 多 (my, 寺 亦 为 非 扭曲 
状态 。 证 完 

但 应 指出 ,如果 区 一 Diay( 绽 ') 非 正 交 变 换 ， 则 由 非 扭 晶 状 
态 的 参考 构 形 殉 经 过 变换 KK 以 后 所 达到 的 构 形 弦 ' 一 般 不 是 非 
力 曲 状态 。 例如 图 6.3 所 示 的 槛 观 各 向 同性 材料 ， 设 图 中 的 构 形 
索 为 非 握 曲 状 态 , 材料 对 称 群 多 (mn 包括 全 部 绕 ni 辆 旋转 任意 
? 灸 的 正 交 变换 Q ( 表 光 式 见 338 页 (r) 式 )。 知 令 
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长 = Dy (到 ) 一 Al 十 A 十 本 
构 形 绽 ' 是 构 形 深 没 i 方向 性 长 2 倍 ， 洛 碟 i 方向 缩小 4 借 的 
结果 。 KK - Q .KKe @tw。 但 可 以 验证 它 木 蛙 于 加, 因此 统 ' 不 
是 非 福 曲 状态。 但 若 令 

= Pat ) = AT Il) +t AL (C6.6.2) 
则 可 验证 天- QQ… K 一 人 EO， 故 咒 基 非 插曲 状态 。 注 意 非 扭 
曲 状 态 未 必 是 自然 状态 《natural state)o 自然 状态 仅 指 应 力 为 零 
的 非 扭 曲 状 态 。 

可 以 证 明 , 各 向 同性 材料 的 非 扭 曲 状 态 庚 经 过 均匀 脱 胀 ( 即 

外 一 Da ) 二 hI) 后 的 构 形 统 ' 仍 为 非 扫 由 状态 。 
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一 、 定 义 

有 一 类 材料 ， 当 参考 构 形 忱 给 定 后 ， 物 体 中 任何 时 刻 : 的 
Cauchy 应 力 张 量 tm 只 依赖 于 当时 的 变 疹 梯度 DG) (而 不 依 
赖 于 变形 梯度 的 全 部 历史 );, 即 

tC = f(D 0) (7.1.1) 

式 中 ff 为 张 量 函数 。 服 从 木 构 方程 (7.1.1) 的 材料 , 称 为 弹性 材料 。 
弹性 材料 是 简单 材料 的 特例 ， 其 本 构 方程 (7.1.1) 也 是 简单 材料 本 
构 方 程 (6.1.27' 式 的 特例 ,只 需 在 其 中 把 泛 函 诗 改 为 函数 ,把 作 
为 自 变量 的 变形 梯度 历史 D(z 一 上) (0 和 5: 之 09) 故 为 当时 的 变 
形 梯度 D (2) 。 站 称 为 反应 丙 数 。 

关于 弹 竹 材料 的 许多 结果 都 可 以 作为 第 六 误 “ 简 单 材料 ?结果 
的 特例 而 得 到 。 


二 、 标 架 无 差异 原理 (PMDD 对 杰 构 方程 中 反应 函数 于 的 要 求 
作为 简单 材料 的 特例 ,由 (56.1. 和) 式 ， 对 于 任意 的 变形 梯度 DD 
和 任意 的 正 交 张 量 Q@，PMI 爱 求 
| QD Q*—f0Q.D) (7.1.2) 
因 (7.1.2) 式 中 中 一 DG) 与 QQ 一 QQ) ， 均 为 任意 的 ， 破 点 宣 
县 1 均 略 去 不 写 o 《7.1.2) 式 称 为 PMI 的 不 记性 要 求 。 
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三 、 反应 函数 芷 依赖 于 大 考 构 形 六 的 选择 
在 弹性 材料 的 本 构 方 程 (7.1.1) 中 ,变形 禄 讼 D(z 是 相对 于 
其 参考 移 形 而 计算 的 ;本 来 应 记 作 有, >， (71) o 反应 画 数 f 也 依 
赖 于 参考 构 形 鹏 的 选择 , 原 应 记 作 fa 由 16.1.8) 式 ， 对 于 任意 
两 个 参考 构 形 上 路 与 鹃 , 对 于 人 性 总 的 DDD, 反应 济 数 gq 与 fq) 之 间 
应 满足 关系 : 
和 了) = frstD “ Dot)) (7.1.3) 
四 ， 本 鸥 方程 的 化 简 形 式 
为 了 简单 起 见 ,我 们 都 略 去 自 变 量 * 不 写 。 
作为 简单 材料 的 特例 。 由 本 构 方 程 的 第 一 种 化 简 形 式 (6.2.3) 
式 , 得 到 
t—R.f(U).R* (7.1.4) 
由 第 四 种 化 简 形 陈 (6.2.12) 与 第 五 入 化 简 形 式 (6.2.13) 亦 可 街 到 此 
结果 ,因为 其 中 
Blt -一 5) | .= 一 i, Ce) 一 下 
由 本 徇 方程 的 第 二 各 化 简 素 式 人 6.2.4) ,或 者 第 六 种 形式 (6.2.14) 或 
第 七 种 形式 (6.2,.18) 得 济 
ft—D.hC). Dr 一 RrCC) .Rs {7.1.5) 
由 本 构 方 程 的 第 三 种 化 简 形 式 (6.2,6) ,可 得 
站 
让 一 gf] (7,1.6) 


式 中 由 (6.2.5) 式 ,对 流 应 力 张 量 t 的 定义 为 


站 nn 


t=D*-.t.D (7.1.7) 
《7,14) 式 的 含义 是 ; 将 安 形 宰 度 DD 进行 极 分 解 ; 得 到 R - U。 
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让 易 体 先 产生 右 争 长 张 基 可 所 表示 的 变形 , 然后 将 应 力 张 量 进行 
以 R 去 示 的 旋转 , 即 得 Cauchy 应 力 张 量 t，《〈7.1.5) 式 的 含义 亦 
类 似 。 

五 、 不 可 压缩 弹性 材料 

作为 不 可 压缩 简单 材料 的 特例 ,由 (6.3.3) 式 得 到 本 构 方程 


t— pl+ f(D), JdeD| =—1 (7.1.8) 
和 用 (7.1.4) 或 (7.1.5) 式 的 推导 ,(7.1.8) 式 可 写作 
t 一 pI R.fU). R* (7.1.9) 
或 
tpl D. hc).D: 
ptR.rC).R* (7.1.10) 
利用 CY.1.6) 式 的 推 译 , 则 (7.1.8) 式 可 写作 
t 一 —pl 十 gtC) (7.1.11) 


以 上 名 式 右 端 第 一 项 的 8 为 不 可 定 压 力 。 不 失 广 泛 性 ， 可 以 规定 
在 端 第 二 项 为 偏锋 张 量 。 


六 、 弹 社 辕 体 
弹性 画 体 是 弹性 材料 ， 也 是 简单 天 体 的 特例 。 作 为 一 种 弹性 


材料 ,由 (7.1.1) 式 ，Cauchy 应 力 张 量 (2) 只 依赖 于 当时 的 变形 
梯度 D(C)。 同 时 , 它 又 是 $56.6 的 简单 固体 ,由 (6.6.1) 式 ， 对 于 某 
参考 构 形 统 ， 材料 对 称 群 多 lm 它 B。 绽 为 非 扭 曲 状 态 。 经 经 
过 任意 的 正 交 变 换 以 后 所 达到 的 死 ' 亦 为 非 扭曲 状态 。 应 力 张 量 


为 敌 的 非 扭曲 状态 称 为 自然 状态 。 
设 参 考 构 形 过 为 自然 状态 ; 则 由 (7.1.4) 一 {7.1.6) 式 ， 
f(D) = hr 一 g(D 一 4 (7.1.12) 
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七 、 弹 性 流 秘 即 传 绕 的 理想 流 竺 


弹性 流体 是 弹性 材料 , 改 Cauchy 应 力 张 证 tr) 只 依赖 于 当 
时 甬 变 形 梯度 D(z)。 同 时 , 它 又 是 $6.5 的 简单 流体 ， 帮 多 一 
B ,上 且 任 意 的 构 形 均 为 无 扭曲 状态 。 
由 (5.5.115) 式 ,其 中 下 (人 一 让 
Ql qr Q* = qlp), QED 


故 QLp) 为 球形 张 蝠 , 记 作 
qtp} — —glp)l (7.1.13) 
因此 本 构 方 程 (6.5.10) 石 喘 两 项 艾 为 球形 张 量 ,可 合并 记 作 
t——p(p)l (7.1.14) 


这 就 是 传统 的 理想 流体 本 构 方 程 。 
当然 也 存在 这 社 的 弹性 材料 ， 它 醋 丰 弹 姓 固体 ， 也 非 弹 性 流 
体 , 称 为 弹性 液 则 。 弹 性 液晶 是 简单 滚 品 ( 见 绍 .6) 的 特例 。 


$7.2 各 癌 同 性 弹性 


一 、 各 向 同性 弹性 村 料 的 定义 ,本 询 方 程 


若 弹 性 材料 对 于 其 参考 构 形 弦 , 材料 对 称 群 多 (了 人 刀 . 则 称 
此 材料 为 各 向 同性 弹性 材料 , 且 称 构 形 弦 为 非 担 曲 状态 。 

以 后 总 假定 参考 构 形 组 为 非 扭曲 状态 。 

作为 各 向 辐 性 简单 材料 的 特例 ,出 (6.4.8) 式 ,对 了 任意 的 D， 
生意 的 信 &@ 反应 肖 数 应 满足 各 问 同 性 条 件 : 

QfD)-.Q—f(Q-.D.0Q") (7.2.1) 

因此 革 为 各 商 同 性 张 最 画 数 。 

利用 (6.4.11) 式 ,可 以 将 ff 应 满足 的 各 回回 性 条 性 (7.2.1) 式 表 
未 成 为 (7.1.4) 一 (7.1.0) 请 式 中 的 函数 攻 U)， hkGC) 或 以 C):g(C) 


和 村 吨 汕 


应 满足 的 各 同 国 性 人 条件; 
QQ EU .0Q =f{Q:U.0Q") 


对 于 任意 区 ,任意 的 QE@ (7.2.2) 
人 hCG 一 hRQ CQ ) 
或 QnrC 一 FTQ CQ”) 
对 十 尾 意 的 CC， 任 沪 的 QE@B {7.2.3) 
QQ gO) — sgQ-.C-.0Q") 
对 于 性 意 的 C， 任 总 的 QE@ {7.2.4) 


因此 ff,h 或 r,g 部 是 其 加 同 性 张 量 图 数 。 《7.2.1) 一 (7.2.4) 和 名 式 
实际 上 就 是 简单 材料 各 向 同性 条 件 (6.4.8) 区 5.413) 一 (6.4.19 儿 其 
中 总 为 任意 正 交 张 量 ) 的 特例 。 
看 用 各 同 间 性 荣 性 《7.2.2) 式 与 《6.4.212) 式 ， 可 将 本 构 方 尝 
(7.1.4) 写 成 
t 一 fCV) (7.2.5) 
利用 各 向 同性 条 件 (7.2,3) 式 与 (6.4.218) 式 , 可 将 本 构 方 程 (7.1.5) 
写作 
t 一 r(B) (7.2.6) 
南 (7.1.6) 与 (7.1.7) 式 也 可 得 到 (7.2.6) 忒 的 形式 。 
《7.2.5) 陈 是 省 可 问 性 简单 材料 的 本 梅 方程 46.4.221) 或 (6.4,231) 
的 特例 ,而 (7.2.6) 式 则 是 (6.4.24) 或 (6.4.25) 式 的 特 便 。 
由 各 向 同性 条 件 , 并 利用 (6.4.11) 式 ;可 证 朋 玉 WD 与 7r(B) 必 
为 各 向 同性 张 基 录 数 。 这 研 是 说 : 若 悍 持 参 海 构 形 腕 【5 非 所 由 状 
访 ) 不 变 ; 把 材料 的 变形 张 量 作 一 个 正 交 变换 ( 即 旋转 ，VY 或 B“. 


变 成 QV Q* 或 QB.Q*), 则 应 力 张 量 也 作 同 一 个 正 交 变 


换 ( 即 旋转 ,t 变 成 Q ,让 Q*)。 显然 ， 只 有 当 材 料 为 各 向 同性 
时 ,这 才 是 正确 的 。 例 如 图 6.2 中 的 木材 ,如 Es 不 等 于 5，， 把 拉 
仲 变形 方向 旋转 90°, 应 力 并 不 仅仅 是 旋转 90° (因为 顺 纹 拉 仲 变 
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成 黎 纹 拉 伸 :应力 数值 改变 了 )o 
因为 VD) 与 7Y(B) 都 是 各 向 同性 张 暑 画 数 , 故 可 利用 张 量 分 
析 中 的 Canchy 基本 有 表示 定理 写 下 本 构 方 程 (7.2.5) 与 (7.2.6) 的 分 
晤 形式 。 例 如 (7.2.6) 的 分 量 形 式 为 
fi = ri Bir, gmn) (7.2.7) 
《7.2.7) 趟 是 各 向 问 性 简单 材料 (6.4.27) 式 的 特例 。 


二 、 反 应 函 数 的 表示 定理 


利用 各 向 同 性 张 量 函数 的 表示 定理 ， 反 应 函数 (72.5) 或 
(7.2.6) 式 可 以 表示 成 自 变 量 ( 张 语 ) 的 二 次 多 项 式 。 例 如 (7.2.6) 式 
可 表示 成 

Ea Poli+ pB + psB (7.2.8) 
式 中 pi(i 一 0 了 0, 1; 2) 称 为 反 庇 系数， 是 及 的 三 个 主 不 变量 的 图 
数 。 
9 一 (Pa S33) 一 01 2 (72.9) 
丝 三 个 函数 为 材料 了 汞 数 。 
利用 Hamilton-Cayley 等 式 : 
B— FB+ FIB— A=0 
得 
Bm FB— FH+ LIB (7,2.10) 
将 (7.2.10) 代 入 (7.2.8) 式 ,得 
t—pltopBt pIB— FH+ FB 
— Dl+DB+ PB C7.2.11) 
式 中 Bj(i 二 0,1, 一 1) 为 材料 孙 数 , 亦 称 反应 系数 ; 
B= BL, p32, FI) im0,1, 1 (7,2.12) 
多 与 pi 可 以 互相 表示 如 下 : 
Do 一 po 一 Flip Dt lps B= FIm (7.2.13) 
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Po 一 由 十 Ea 于 中 一 各 一 2 
2 
;一 一 7.2.14 
i (72.14) 
以 后 硅 讨 论 人 向 同性 弹 注 材料 时 ,如 不 特别 将 肖 ,总 假定 取 非 
扫 曲 状态 为 参考 构 形 。 对 于 此 参考 构 形 本 身 , 必 有 
B=B':=:1 
由 (7.2.8) 或 (72.11) 式 ,得 到 在 参 兰 构 形 ( 非 扭曲 状态 ) 中 芷 为 1 的 


倍数 ， 故 为 球形 张 量 。 因 此 各 向 同性 材料 非 插 醒 状态 的 应 力 必 为 
球形 张 量 , 即 承受 三 加 等 拉 ( 或 压 )。 


由 (7.2.8) 或 (7.2.11) 式 ,各 向 向 性 和 材料 的 Cauchy 应 力 张 量 


必 与 左 伸 长 张 量 B 一 < 具有 相同 的 主 方向 。 认 t 的 主 信和 则 可 由 
(7.2.8) 或 (7.2.11) 式 得 出 @: 
i po pt 二 pri 
iB (1,2,3) (7.2.15) 
式 中 vli 一 1,2,3) 表示 二 B” 的 主 值 : 故 孔 的 主 值 为 (i 一 
1, 2, 3]。 
因 pAi 一 1,2,3) 或 (i 一 0,1, 一 1) 为 1 8 与 3 
的 函数 , 故 为 w 的 对 称 函数 。 将 各 记 作 了 ws02,03) 即 租 (79.2.15) 
式 ， 
一 po pri ptt = Hs, v3, v3) {7.2.15) 
式 中 其 zay pas V3】 对 于 与 vv; 为 对 称 , 则 
fl wa v3) = fs za v2) 


而 


@ 上 的 主 情 宜 用 ra 一 1 ?， 3) 表示 把 指标 守 放 在 括号 肉 。 以 免 与 张 量 或 括 
量 指 标 混 诺 ;但 此 处 为 简单 起 见 3 切记 作 4。 六 的 主 值 则 记 作 oa 


二 了 


b= po Pv: 下 Pat 
Fa = a 十 prs + Pp 


故 必 有 
= flvas ts Ba = fs 93 ti) 
n= fg ts V1 = fps Was 的 ] 
总 之 


t= flvi, is vi) 一 flv, Hits ri) 
ixieh [7.2.17? 


玖 各 向 同 性 弹 姓 材料 和 的 本 构 方 程 完全 取决 于 一 个 三 变量 的 标量 销 
数 
所 二 村 > 1 


它 对 第 二 与 第 三 自 恋 量 , 1 与 六 是 对 称 的 。 

对 于 各 向 同性 弹性 材料 。 第 二 类 Piola-Kirchhoff 应 力 张 最 
外 的 (6.2.37* 与 (6.2.4)" 式 中 的 泛 函 与 bh 应 改 为 函数 (UC) ) 
与 RCTJ)。 函数 主 与 悍 各 为 可 与 C 的 各 向 同 华 张 量 函数 。 政 
可 表示 为 类 似 于 (7.2.8) 或 (7.2.11) 式 的 UC 二 ©) 或 C 的 多 项 
式 。 因 此 于 与 全 具有 相同 的 上 方向。 在 $4.7 中 我 们 已 经 提 到 过 
这 一 点 。 

三 、 不 可 压缩 漳 性 材料 


内 部 约束 条 此 为 (由 (6.3.7)] 式 ) 
3 一 de 有 一 ! (7.2.18) 
故 对 于 不 可 压 锯 弹 性 材料 ，(7.2.9) 或 (7.2.12) 式 中 的 自 变 量 只 有 
与 了 ?3。 本 构 方 程 (7.2.8) 与 (7.2.11) 式 成 为 (不 失去 六 泛 性 ， 
训令 gs 一 0, VB 一 0) 
t = —Ppl+ 了 十 pB’ (C7.2.19}) 
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一 一 天 十 DBT+ DB” (7.2.20) 
式 中 反应 系数 mr 或 多 内 是 中 与 8 的 函数 。 
利用 (7,2.10) 式 ,可 证 (7.2.19) 与 (7.2.20) 式 中 系数 的 关系 ; 
一 万 一 —p— fp B= pt Fh, B= gp (7.2.21) 


$ 73 可 压缩 各 向 同性 材料 的 均匀 应 变 之 例 


设 取 目 然 状态 为 参考 构 形 。 
例 1 简单 仲 长 ;加 图 7.1。 


辣 7,1 


取 笛 卡 儿 坐标 4， yz 方向 为 VV 一 号 之 主 方向 ,并 设 呈 之 主 
值 为 
由 = Ve {2.3.1) 
由 
一 人 1 十 ?or, fA7=(2+ ov', 
上 = 《7.3.2 1 
由 (7.2.15) 式 。Cauchy 应 力 张 曼 的 主 值 为 
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tyr yy 
fr (7.3.3) 
如 果 图 7.1 的 柱 体 只 洛 = 轴 方 向 单 向 受 拉 ， 由 于 材料 处 于 均 
色 应 力 状态 , 且 侧 面 为 自由 , 即 zs 一 2 一 0， 由 由 (7.3.3) 式 , & 
与 v 之 间 满 足 关 系 : 
Pl, oT oD rt ed a, oN 0 (7.3.4) 
给 定 w, 时 此 式 可 解 邢 o。 可 能 出 现 三 种 情况 : 
(1) a 有 唯一 的 实数 解 ; 
(2) ee 无 实数 解 ， 这 表示 在 单 向 拉力 作用 下 不 可 能 实现 
《7.3.1) 式 所 示 的 简单 伸 长 ; 
《3) ce 有 实数 解 , 但 不 唯一 :这 表示 对 应 于 岗 一 个 ”和 值 ， 可 能 
有 不 止 一 个 的 简单 促 长 状态 。 


例 2 均 句 脱 上 胀 
vp (7.3.5) 
此 为 从 1 的 特殊 情况 (a 一 1)。 由 (7.3,3) 式 
t— pC (7.3.6) 
式 中 
站 pp) 一 — 人 Dl, Jo 1) 一 (32 30 5) 
— vv B30 30, v) (7.3.7) 


例 3 简单 缠 吉 , 即 $2.11 的 例 3{ 图 2.4)。 把 向 卡 儿 坐标 

有 TI 党 1][， 碟 111 记 作 荆 , 2 和 笛 卡 沁 党 标 光 1。 冤 J3 训 3 记 作 XT Pa 2 
则 变形 后 与 恋 形 前 坐标 变 板 关系 式 为 

x 一 不 十 SY， y=Y, smZ {7.3.9] 

式 中 3 为 剪 切 角 7 的 正切 , 即 5 二 tanY。 利 用 $2.11 中 例 3 的 结 

果 ， 左 Cauchy-Green 灾 形 张 量 与 Canchy 变形 张 量 的 矩阵 各 为 

,， ll+S ss ol 

IBI=lel=i) s 1 0 

l| 0 0 i 


市 当归 和 # 


1 一 点 


| 下 | 一 1el 一 -ss 1+$ 0 07.3.9) 
| 9 | 1 
B 与 心 的 主 值 均 为 
一 1 上 TS /+ris 
lt /i . 
v1lt is slitis {7.3.10Y 
2 4 
vi 
B 的 主 方 向 为 


- 坦 
m= [rs sitts 
2 4 
, 1 ] ， 
x tt fit 二 
2 4 


1 wa 让 ,| 
mm 一 |2 士 一 了 二 SS 1 1 十 二 
2 4 


~， 
x tsr rs)5] 
立 4 


mn, 一 所 (7.3.11) 

当 剪 切 前 Y 焉 于 堆 即 5 一 tanY 一 0 时 ， 
1 . 
一 -一 一 厂 十 一 芋 
1 V2 1 /了 » 
1 +: 1 : 

了 一 一 一 一 1 十 -一 一 1 

| V | 2 了 

mn, 一 { 7.3.1 
而 当 S 一 co 时 

mi, mb, nb (7.3.13} 


sa 360 * 


将 (7.3.9) 式 记 作 


|0 1 | | 0 0 

1B1 = lt S511 0 0 十 了 | 0 0 

‘io 0 0 In 0 0 

0 1 0 0 0 0 
Es 0 全 ;| 0 1 | 

jo 0 | io 0 0 


代入 (7.2.11) 式 ,得 


tl = @ BB + Bl 
一 (Go 十 种 十 万 | [十 《一 Ds 


| 1 0 | 1 0 0 
xi 0 ojt@slo oo 
|。 0 ,| lo 0 0| 
下 0 0). 
tT Bs 0 1 0 | (C7.3.14) 
LO D 


由 (7.3.9) 式 , B 与 C 的 三 个 主 不 变量 为 
PT 一 一 3 十 了 一 一 3 十 人 
FI— F215=1 (7.3.15) 
因此 简单 剪 芒 属于 等 体 变 形 (2? 一 这 了 一 1), 反应 系数 (7.2.12) 
式 为 由 
PAF) = PI+t 9 3 十 1 im0,1,—1 (7.3,16) 
由 (7.3.14) 式 可 得 Cauchy 应 力 张 量 的 分 量 为 


dey fyr ~ [DS ) 一 BD_.( 5 ) 1S2 (87) 


t= lx: = ty = 0 


中 ”为 简单 起 见 ， (7 .3.16) 式 两 端的 函 孝昌 热 不 司 ; 但 用 柏 同 的 字母 加， 囊 孙 。 


* Fol = 


一 [丽人 ) 二 SB.() 十 TD_()] 十 nA 
= [BSD) 二 BR) {7.3.17) 
Tra ™ ds ) 十 DCS:) 十 De) 


式 由 
pfS 一 B.S) — DCH) {7.3.18) 

当 $ 一 0 时 {小 应 站 情况 )， 

sO) {7.3.19) 
下 Rn as x{ 5) 可 称 为 广 叉 或 割 线 剪 切 
模 量 , 它 是 3 的 但 通 数 。 田 (7.3.177 zy 一 区 汐 5 的 育 讽 数 ; 
若 $ 变 号 , 则 tzy 亦 变 号 。 可 以 预料 

wT)>0 (7.3.20) 


取 (7.3.17) 式 中 4 与 4yy 之 着 ,并 利用 (7.3.18) 式 ,得 
tis yy = [PD) BS) = aS (7.3.21) 
故 
fic fyy — Spry (7.3.22) 
因此 当 5 0 时 
tx 2 yy 
这 说 明 在 简单 田 切 情况 下 个 在 着 其 值 不 租 等 的 立 应 万 1x 与 oo 
这 个 现象 称 为 Poynting 效应 。 这 与 钱 弹 性 理论 有 重 双 的 区 别 。 
在 彝 弹 性 理论 中 ，5 一 0，tv 一 OfS] 为 线性 ,而 
frr 一 有 7 一 DOCS’) 
则 属于 二 次 效应 。 二 次 效应 不 一 定 表现 在 4 与 5 的 关系 为 非 线 
性 :而 表现 在 必定 有 正 应 力 存 芷 。(73.22) 式 十 一 个 普遍 关系 ， 对 
于 尾 何 可 压缩 名 同 问 性 弹性 材料 部 成 立 。 


4 7.4 非 线性 连续 介质 力学 的 方法 


在 本 节 的 引言 中 对 于 非 线 柱 连续 介质 力学 曾经 作 过 广泛 的 讨 
“362+ 


论 。 现 在 我 们 及 均 质 各 庙 周 性 可 压 身 弹性 材料 为 葬 来 作 具 体 的 前 
述 。 

简单 好说， 非 线 性 直 续 介 抽 力学 的 任务 是 列 出 本 构 方 程 并 解 
边 值 问题 。 首 先 ， 在 第 四 至 秒 六 瘟 【 适 用 于 本 书 所 研究 的 一 切 材 
准 [), 作 了 以 下 的 殷 定 : 

41) 恨 定 在 一 物体 内 的 租 互 体力 可 以 略 雪 3 

(2) 假定 偶 应 力 与 钵 力帆 可 以 不 计 ; 

(3) 慨 定 应 力 内 取决 于 局 部 运动 史 ; 

(4) 己 定 只 需要 考虑 一 阶 变形 梯度 。 

这 些 假定 定义 了 一 类 材料 , 即 简单 桂 料 。 当 然 ,一 切 的 市 构 方 
程 郡 应 满足 坐标 不 谈 性 (采用 张 僵 记 法 ， 包 自动 满足 ) 与 标 架 不 变 
性 (有 即 标 架 无 差异 原理 PMI)。PMI 对 所 有 简单 材料 的 一 般 本 构 方 
程 规定 了 不 变性 要 求 。 

弹性 材料 按 定义 只 取决 于 当前 构 形 而 与 变形 中 无关 。 对 于 名 
质 材料 ,整个 材料 租 对 于 基 一 总 体 人 参考 构 形 的 本 构 方 程 是 相向 的 。 
各 . 辣 同 性 材料 是 这 样 一 种 材料， 对 于 非 握 曲 状 态 ， 其 材料 对 称 群 
包含 全 体 正 交 变 换 群 。 由 此 得 到 本 构 方程 (7.2.11) 的 形式 、 其 中 
(i 一 0, 1 一 1) 为 三 个 材料 函数 ， 称 为 反应 系数 。 它们 是 三 个 
主 不 变 最 .8 一 1, 2, 3) 或 三 个 主 伸 长 的 函数 。 然后 我 们 
证 明了 这 三 个 国 数 仅 取 决 于 一 个 如 【7.2.16) 式 所 定义 的 材料 函数 
和 pa ps， 这 个 图 数 对 于 摧 二 个 变 熏 岂 与 拓 为 对 称 。 材料 刻 
数 钾 , 或 ff 一般 由 试验 确定 。 因 此 我 们 看 到 , 连续 介质 力学 把 一 种 
特 阁 的 材料 人 性质， 归结 为 基 一 类 确定 形式 的 本 构 方 程 中 的 材料 锣 
数 。 

对 于 均 质 的 可 压缩 弹性 材料 ， 材 料 函 数 可 以 由 均匀 变形 的 试 
验 人 碑 定 。 在 前 一 节 (§ 7.3) 中 ,我 们 讨论 了 三 种 均 句 变形; 简单 伸 
长 ,均匀 塌 胀 与 简单 蚤 留 。 应 该 注意 到 ,在 这 三 个 例子 中 ,我 们 汕 
来 知道 材料 函 煞 的 具体 形式 或 数值 ， 但 是 却 求 得 了 一 部 分 边 值 问 
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题 的 解 。(7.3.22) 式 不 包含 性 何 的 材料 函数 或 常数 ,区 可 用 来 作为 
材料 是 否 均 质 的 各 向 同性 可 压缩 弹性 材料 的 一 种 检验 。 简 单 伸 长 
(包括 均匀 脱 版 ) 情 况 的 主 伸 长 为 (vw, av, ev), 而 简单 蔓 切 情况 则 
为 Lz，v ,1)。 它们 只 涉及 刘 两 个 变量 + 与 <， 所 以 木 可 能 设想 
只 从 这 两 种 均匀 空 形 的 试 难 能 得 到 Cw, v3, v3) 的 任意 组 合 。 我 
们 还 必须 补充 其 他 更 一 般 的 均匀 变形 试 监 。 对 于 所 感 兴 趣 的 《om， 
vs 2 范围 的 均 句 变形 进行 试验 的 结 黑 ， 可 以 化 定 依 赖 于 主 谈 形 
分 曙 或 主 不 亚 盖 的 材料 潮 数 。 如 果 我 们 福 信 材料 为 均 质 移 各 向 同 
仁 可 压 氛 弹性 材料 , 则 非 线 性 连续 介质 力学 告诉 我 们 , 冯 了 确定 材 
入 进 质 必须 做 哪 一 些 试验 。 

知道 了 材料 的 国 数 以 后 ， 就 可 忆 求 解 非 霉 匀 变 形 情况 的 近 值 
问题 。 


7.5 不 可 压缩 各 向 同性 弹性 材料 


我 们 来 讨论 均 名 变形 情况 。 
在 简单 伸 长 铺 况 (87.3、 仿 1), 沿 * 轴 方 向 的 伸 长 为 vz, 则 横 
向 伸 长 av 可 由 等 体 条 件 确定: 
(arjiv 1, Her (7.5,1) 
由 (7.2.20) 式 ， 


Pr yO pt + 

fe 一 起 十 5 中 (7.5.2) 
式 中 久 与 -1 为 下 询 天 个 主 不 变量 《第 三 主 不 变量 3 二 1) 的 
立 数 : 

FE FI (7.5.3) 

在 (7.5.2) 式 中 8 可 以 为 任意 值 , 故 对 于 任意 和 的 v, 可 选 了 使 :er 一 
tyy 一 4， 使 得 只 在 t,s 作用 ({ 风 单 襄 拉 伸 ) 下 实现 简单 伸 长 。 此 时 
由 tt7.5.2) 式 


时 京 丰 站 二 


Ter = yy = 必 


fos 一 We 一 = | ,十 全 一 ») 多 (C7.5.4) 
对 于 不 可 压缩 各 向 同性 弹性 材料 ,由 (7.2.20) 式 ， 在 任 音 的 均 
名 变形 稍 况 下 , 主 应 力 与 主 伸 长 关系 为 
让 一 p+ vd vB, i 23 (7.5.5) 
式 中 
vvv, 一 (7.5.60) 


为 尾 意 值 ， 反 应 系数 旬 与 2 为 第 一 与 第 二 主 不 变量 的 国 数 。 
可 以 选择 5, 使 得 基 一 个 方向 的 点 等 于 宕 ,这 样 应 力 状态 就 成 为 平 
面 岂 力 了 。 若 令 5 王 90， 则 得 
下 一 【时 一 本) 了 十 (ef 一 pp 有 人) 名 
一 人 一 二 (et — vip.,) (7.5.7) 
丰 一 【本 vB + Cv v3 
一 {vi 一 v3 一 iP) 
= 
变化 上 与 一 的 值 ; 可 以 得 到 用 与 这? 的 任意 值 。 因 些 , 只 要 用 
平面 应 力 试验 就 可 得 到 在 Ct?, 1) 的 任何 所 需 范 围 内 的 堵 料 
函数 名 与 @ 这 就 毕 可 压缩 材料 省 事 多 了 。 


【 于 本 号 


第 八 章 ” 热 弹 性 与 超 弹 性 


$8.1 热 弹性 材料 


在 第 五 至 第 七 章 关 于 本 构 方 程 的 讨论 中 ,我 们 几乎 完全 回 勤 
并 格 去 了 热力 学 的 变量 与 愿 理 , 建立 的 是 纯 机 械 的 弹性 理论 。 在 
苯 章 中 将 扩大 弹性 材料 的 概念 , 以 便 把 热力 学 考虑 进来 。 我 们 将 
做 一 些 有 关 热 变量 的 假定 ， 并 且 上 由 糯 不 等 式 导 出 若干 推论 。 在 
$ 4.2 中 将 讨论 在 什么 样 的 热力 学 条 和 件 下 纯 机 械 的 弹 锤 材料 埋 论 
成 并 o 


一 、 热 弹 福 材料 的 定义 
符合 以 下 本 构 方 程 的 材料 称 为 热 弹性 科 料 : 


t(D) 一 ADO), Ka), O00)) (8.1.1) 
Mi) = aD) ,HD DO)) (8.1.2) 
PO) 一 4DI 0 OH)) (8.1.3) 
h(i) = aD ,HE DN) (8.1.4) 


式 中 《为 Canchy 应 力 张 县 ,7 为 病 的 质量 密度 ,小 一。 一 9% 为 
自由 能 的 质量 密度 , h 为 热流 矢量 ,1,4, 四 ,为 反应 函数 ,它们 的 
自 变量 为 变形 宰 度 DOD, 温度 C7) 与 温度 梯度 yo(r 一 加 (如 
果 材 料 为 非 均 质 ,(8.1.1) 一 (8.1.4) 式 中 还 可 能 显 含 X( 表 未 牺 质 质 
点 )。 


”3 


0 


在 (8.1.1) 一 (8.1.4) 式 中 已 假定 选择 了 某 一 条 着 构 形 。 当 然 过 
家 函数 ms* 史 依赖 于 参考 构 形 的 选择 。 


二 、 标 架 无 差异 原理 (PMI) 与 箭 不 筹 式 的 推论 
本 构 方 程 (8.1.1) 一 (8.1.4) 都 谱 满 足 PMI， 也 就 是 说 , 车 把 所 
有 的 量 都 改 为 其 示 架 转换 量 ( 加 “~” 号 表示 ) ,本 构 方 程 仍然 成 立 ， 
因此 _ 
tt 站 = (DO) ,BD), OC)) 
HD — DO), EN EO) 
$0D = JDOD, dC ,BY)) ， 


RD — £(DO, 6, ED) 
利用 5.2 许多 例子 中 所 讨论 的 各 个 量 的 标识 转换 关系 ,上 式 可 写 
作 
心 ” :(D ,0,@) " OO* 一 (OQ “ 了 D .2, 心 + 外) | {8.1.5) 


1(D ,0, ©) — 1. D0,0Q.: 加) {8.1.6) 
DP.,0,0) 一 小 QQ D9,0Q 名) (3.1.7) 
Q. sD,0,0) — HQ D.0,Q . ©) C8.1.8) 


以 上 各 式 对 于 任意 的 DD，69, @ 及 任意 的 正 交 变换 如 均 成 立 。 
(8.1.5) 一 (8.1.8) 是 PMI 对 反应 函数 的 归来。 
现在 来 应 用 米 不 等 式 (4.9.8); 
Li (4.9.8) 
式 中 7 为 每 单位 质 基 的 粒 生 成 率 。[(4.9.13) 式 给 出 


, 1 2 1 》 
BY Dt 一 [a 十 一 | 一 ”人 h " 4.9.13 
vp 一 是 5 (oaw) 【人 ) 


ss 寻 扣 六 w 


尼 式 是 利用 热力 学 第 一 定律 (4.8.14) 去 与 热力 学 第 二 定律 (44.9.7) 
式 消 去 热源 密度 zy 的 结果 。 上 式 厂 问 出 现 的 吕 可 以 利用 (8.1.3) 式 
计算 : 


ed 。 ” 
le 十 B+ p= 人 
利用 (3.2.5) 式 仿 一 L. DD, 并 也 
Dp 
项 一 


则 上 式 可 写作 
由 一 tr[D (8od)* L1 + (Bo)8 + (B64) 加 (8.19) 


而 (4.9.13) 式 中 的 攻 得 则 可 写作 
t: am tt d) 一 tf L) 
将 以 上 二 式 代 人 (4.9.13) 式 中 , 彩 以 再 并 项 与 化 简 后 ， 每 到 燃 不 
等 式 ， 
pgy = tr {LD ,0,8) 一 aoD (pp{D ,60,8))"*] : L} 
“一 pin(D ,0,8) 十 Boy(D:9,@@)]8 


~ 4(D,0,0). © ~ pldeb(D,0,0)) :©>0 
{8.1.10) 
(8.1.10) 趟 对 于 任意 的 DD, L 一 户 ， 已， 8,8, 各 ,与 日 均 成 立 。 为 
了 实现 这 一 组 任意 信 ， 只 希 在 物体 上 加 一 定 的 体力 f (由 Canchy 
第 一 运动 律 (4.3.3) 式 决定 ) 与 一 定 的 热源 密 度 o (由 热力 学 第 一 定 
律 (4.8.14) 式 决定 )。 
由 (3.1.10) 式 可 得 以 下 的 推论 : 
1. 痛 不 等 式 (8.1.10) 式 对 和 企 意 的 外 成立, 但 是 式 左 端 对 于 句 为 


二 吉 生 呈 。 


线性 , 莉 为 了 不 破 环 精 不 等 式 ,要 求 洛 加 的 项 为 索 即 
Bop(D,0,9) 一 0 
这 就 是 说 ,自由 能 医 数 与 温度 梯度 加 无 关 , 故 (8.1.3) 式 应 改 为 
PA) = (DE), OO) (8.1.3Y 
2. 同 样 , 丧 不 等 式 人 43.1.107 对 任意 的 下 成立, 但 式 左 端 对 于 工 
为 线性 , 故 必 有 
DD.,p,) ~ oD ” (BpF (DD .6,0))* 一 0 
利用 (3.1.3) 式 ,由 上 式 可 得 
C2) 一 (DC),00)) 一 oBOD « (Bb(DC) 0)))* 
{8.1.1Y 
故 Cauchy 应 力 张 量 4 也 与 温度 科 度 日 无 闫 ,并 依赖 于 自由 能 密 
度 对 变形 梯度 也 的 导数 。 
3, 同 样 , 箭 不 牧 式 (8.1.10) 左 端 对 于 6 为 线性 , 故 必 有 
nD ,5,2) 十 Op DD 8,8) + 0 
利用 (8.1.3》 式 , 上 式 可 写作 
mt) | nD,0) < 一 一 0ed(D(4 BC) C8.1.2Y 
故 米 密 度 4 也 与 混 度 梯度 名 无 关 ; 它 是 自 电 能 密度 由 对 于 温度 6 
的 | 负 导数 。 
4, 利 用 以 上 的 结果 ,如 不 等 式 (8.1.10) 化 简 为 
PY 一 一 AD;6,@) :加之 0 {8.1.11) 
(8.1.11) 式 说 明 热 流 方 向 h 与 鱼 温 度 梯度 一 日 必 成 锐角 。 例 如 , 按 
各 向 同姓 材料 的 Fourier 导热 律 ,hh 与 一 例 平 行 。 
设 大 对 回 可 以 求 导 , 则 在 @@ 一 9 附近 , 令 @ 为 4@，(8.4.10 
式 成 为 


。 369 = 


D0,6) + Od@)]. d@ 0 
Ee 
iD ,oo.0) 一 (8.1.12) 
所 以 ; 当 无 温度 宰 度 (到 多 一 们 时 , 必 无 热 汶 。 
以 上 的 许多 结论 (第 1 到 第 和 部 是 从 粒 不 等 式 得 到 的 。 
最 后 得 到 热 弹 性 材料 的 本 梅 方 程 48.1.1 一 13.1.4) 的 形式 为 


te) = pDO) (Bop (DOG) ,6CD))* C8.1.1) 
ne) = Bopb DLs) 00)) (C8.1.2Y 
Pp) 一 中 (有 人 BC) (8,1.3) 
hs) = ACDC) ,OC), BC) C8.1.4Y 


其 中 世间 ,民有 与 $4 均 与 BB() 无 关 。 
因为 自由 能 密度 史 与 温度 梯度 日 无 关 , 刊 用 (3.1,1) 与 (8.1.2) 
式 ,(8.1.9) 式 成 为 . 
由 一 GD (G06)* . L] + (O08)0 
— (St. L)— "wo— tr(t- dg 一 只 (8.1.9Y¥ 


利用 (4.9.12) 式 8 一 。 一 的 ,上 式 可 写作 
= 一 二 tr(t. d) + On (8.1.9)" 
将 (8.1.9)" 式 代 人 热力 学 第 一 定律 (4.8.14) 式 ,得 到 
po DC) 00 一 一 ADCD ,CD ON) + F + po 


(93.1.13) 
(8.1.13) 式 可 称 为 鹏 昌平 衡 方程 。 它 处 可 通过 将 《8.1.11 式 代 人 
《4.9.77 式 而 得 到 。 i 


= 30 =* 


热 弹 性 力学 中 求解 边 值 辣 题 就 是 将 Cauchy 第 一 运动 律 
《4.3.3 ) 式 与 本 节 的 本 构 方 程 《8.1.1)' 一 (8.1.4) ”及 能 量 平 衡 方程 
《8.1.13) 联 立 求解 。 


三 、 本 构 方 程 的 秀一 种 形式 


在 以 上 的 过 论 中 ， 记 采用 的 热力 学 自 变 量 为 温度 6 与 注 度 梯 
麻 如 ,和 而 热力 学 沪 数 为 焕 7 与 自由 能 由 。 我 们 常常 为 了 方便 ,把 温 
度 8 与 粹 4 的 位 置 对 挽 一 下 , 妈 把 4 当 作 自 变量 ,把 8 当 作 热力 学 
菌 : 数 ， 局 时 所 另 一 个 热力 学 函数 自 南 能 册 改 为 内 能 * 。 这 样 就 把 
热 漳 性 材料 本 构 方程 假定 [8.1. 切 一 人 .1.4) 式 改 成 以 下 的 形式 : 


te) 一 (DO), ,O07)) (8.1.14) 
QO) 一 OD) ,tt), B02)) (8.1.15) 
ce ~ e(DO ,A , OO0)) {8.1.16) 
ho 一 ADCDO no; BC) (8.1.17) 


仿照 前 面 (8.1.5) 一 (8.1.8) 式 的 推导 ，PMI 对 反应 函 煞 的 杰 求 是 
QD,n,0) "QA(Q:D,,Q. 人 ) {8.1.18) 


AD,n,S) otQ * Dr,Q ” ©) (8.1.19) 
cD ,7 ,©) 一 ev ” D ,n,Q ” 名) C8.1.20) 
QD,,B) ~— MQ. DG 名) (8.1.21) 


以 上 各 式 对 于 任意 的 也 7, 加 及 任意 的 正 交 变换 入 均 成 立 。 
燃 生 成 率 7 则 可 采用 人 .9.9) 式 : 
6 一 一 “二 时 十 二 全 一 用 必 (69) 《4.9.9] 
式 中 右 端 出 现 的 上 可 以 利用 (8.1.16) 式 进行 计算 , 仿 有 ($.1.9) 式 的 
难 导 ,可 人 性 
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= tID. (00)*: L] + (Bye)s + (Dec) @ (8.1.22) 


交 似 于 (83.1.18), 可 得 到 录 不 等 式 ，; 
per 本 tr{lz(D ,nO) 一 -DD ” CBpe(D,»,©))"] ” L} 


”~ 中 一 6(D:7 名) 十 Doc( 了 ,> 包 ) 二 
一 站 AD ,加 ) - @— pfasc( 了 ,,@@)) :G0 


(8.1.23) 


(8.1.23) 式 对 于 任意 的 了 ,LL 一 户 . 访 ,yj 部 与 外 均 成 立 。 
仿 限 前 面 (8.1.1)' 一 (8.1.4)' 式 与 (8.1.11) 式 的 推导 ， 可 证 本 构 
方程 (8.1.14) 一 (8.1.17) 式 应 采取 以 下 的 形式 : 


£1) 一 pD(2) - (peDO A (3114) 


BF) = One (DO ,nde)) (8.1.15Y 
elf) = eCDC) ,nD) (8.1.16Y 
his) 一 ADC ER) (C8.1.17) 
而 烂 不 等 式 的 形式 则 应 为 
p97 — — h(D,4,0) :©>0 (8.1.24) 
优 黑 (8.1.12) 式 的 推导 , 设 4 对 包 可 以 求 导 , 则 可 证 阴 
aD, 0) — 0 (8.1.25) 


所 以 , 当 无 温度 梯度 ( 即 全 一 PT : 必 无 妇 。 
利用 C8.1.147) 与 (8.1.15}y 忒 {9.1.22) 世 也 变 成 前 面 的 (38.1.9)" 
式 。 癣 它 代 人 热力 学 第 一 定律 (4.3.14) 式 ,可 得 能 量 平 衡 方程 


POD MD) = — HDO) ,DBO) ， Vip 
(8.1.26) 


= 


(3.1.26) 式 由 (5.1.13) 式 ;内 是 日 变量 KD 改 为 记 人 2) 而 已 。 


、 不 可 压缩 热 弹 性 材料 


表示 不 梧 讨 雏 的 内 部 约束 人 条件 汶 {由 (6.3.7) 与 (3.2.165) 式 》 
detD = 1,trL= tid=0 (8.1.27) 


前 面 可 压缩 热 弹 性 材料 的 本 构 方程 (8.1.1) 一 (8.1.4) 中 ， 只 需 
将 (8.1.1) 趟 区 汐 


tC) = 一 MKDE :DCD, 0,GCD) C8.1.28) 


式 中 张 量 函 数 :中 包含 有 一 个 不 可 定 的 球形 张 监 部 分 。 
重复 本 节 前 面 第 二 部 分 的 推导 ,C8.1.28) 式 比 以 前 (8.1.1) 式 多 
出 的 还 力 项 一 p01 对 于 燃 不 等 式 (4.9.8) (4.9.13) 中 出 现 的 td 


即 tr(t . dd) 没有 影响 ,因为 trd 一 0。 与 前 夯 可 压缩 情况 的 蓉 
别 只 是 在 箭 不 和 著 式 (8.1.10] 式 中 工 不 是 任意 的 ; 而 必须 服从 内 部 


约束 条 件 (8.1.27) 式 。 因 此 本 构 方程 (8.1.1) 式 中 t 必 舍 有 一 个 太 
可 定 的 球形 张 量 部 分 。 这 一 部 分 可 以 归于 (8.1.28) 式 的 一 并 项 之 


中 ， 淫 可 假定 rt 一 0。 因此 可 压缩 热 弹 性 材料 的 林 移 方程 

(8.1.1 一 (8.1.4) 寂 仍 轨 适用, 只 是 (8.1.17 式 中 的 攻 z 应 理解 为 

(8.1.28) 式 的 右 沸 第 二 项 。 按 园 样 的 理解 ， 本 构 方 程 (8.1.14)' 一 
(8.1.17) 也 仍旧 适用 。 
五 、 热 弹 福 流体 

热 弹 性 流体 是 热 漳 性 材料 的 特例 。 把 第 六 章 弹 姓 流 休 的 本 构 
方程 (6.5.13) 推广 为 

我 四 一 php O00), Oa)) I (8.1.29) 
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一 区 pt GD ,D7)) (8.1.30) 
$0 = BPD DD, BU) (8.1.31) 
ha = A plt) OF) GD) C8.1.32) 


因为 热 弹性 访 体 是 简章 流体 的 特 全 , 故 必 为 各 向 同性， (8.1.32) 式 
h (天 量 ) 必 为 全 (矢量) 的 各 向 同性 隙 数 。 在 张 量 分 析 中 ,可 以 证 
明和 天 量 的 各 向 同性 矢量 一 数 必 定 具 有 了 以 下 的 形式 钙 : 

hn) = ACplt) 00), | OO) OC0) {8.1.32Y 
这 说 明 hk 必定 平行 于 全 G4)。 利用 第 三 章 的 等 式 (3.2.16)， 
(3.7.14), 


Lo=td— 和 -5 (8.1.33) 


仿照 上 面 热 弹 竹 材料 本 构 方程 (8.1.1) 一 (8.1.4) 与 精 不 等 式 
《8.1.11) 式 的 推导 方法 (建议 读者 说 己 推导 ), 可 得 名 


品 设 天 量 b 为 拓 明 5 包机 类 ;， bb 一 fa)， 且 ?为 各 向 同性 秒 数 ; 即 
Qhb=iQ-a) 
式 中 必 为 任意 的 二 其 正 交 张 训 。 取 笛 卡 几 各 桩 Ox rsry， 设 昌 的 分 区 加 
aa 上 依赖 于 aa 的 分 其 aaz32za83 的 污 系 为 
by = )s b= Jaaisdr dd)y Hi 一 fd Ga 
设 Dr 轴 平 行 十 as 故 mr 一 四 一 0 且 
上 一 ad) $5, = lds D0 Py FialadN) 
取 恕 为 绕 0x， 负 施 转 z 裔 的 变换 ;可 证 二 一 上 4, 一 0。 四 取信 为 弦 Dry: 怕 
广 转 xz 角 的 变质? 出 
一 上 Ca:s0307 一 had 0 
芍 
i050) = HEE Na 
式 中 上 9 为 缀 函数 :因此 
b =fa)= pillal a 
.297 式 中 的 2 因 于 来 自 开 4.3.132 式 五 将 的 下 列 项 : 
1 2 
pt:d = 


时 了 下 到 


KC) 一 — pep AON (8.1.29) 


2) 一 一 BodfptzsBka) (8.1.30) 
Ppl) 一 bl pL), OC) (8.1.31) 
hr) 一 hp) O07) BO) (8.1.32) 


OY 一 一 (P00 ODNOGY >0 


即 

RCpla O00, | 四 (门人 SED (C8.1.34) 
这 瞎 是 理想 流体 的 经 典 热 力学 结果 。 将 8 与 7 的 位 置 对 找 ， 仿照 
前 而 (8.1.147 一 (8.1.17) 与 (3.1.24) 的 推导 方法 ,也 可 得 到 相应 的 


清二 。 


$82 讨 论 


在 前 面 第 七 童 建 立 弹 性 材料 的 理论 过 程 中 ， 内 做 了 纯 机 被 的 
研究 ,或 者 说 ,完全 略 去 了 热力 学 的 考虑 。 现 在 我 们 来 研究 在 什么 
样 的 热力 学 条 件 下 ,第 七 章 的 弹性 材料 理论 能 成 并 。 


一 、 和 易 温 情况 
均 温 情况 是 指 温度 以 已 不 随 空 间 位 置 变化 ， 而 只 随时 间 * 变 
化 的 情况 。 至 于 变形 梯度 D(X, 1) 则 是 既 随 质点 又 随时 间 而 变化 


的 。 此 时 ,在 本 构 方程 (8.1.1) 一 (8.1.4) 中 可 以 把 温度 所 收看 作 
是 一 个 随时 间 * 按 既 定 函 数 规 律 变 化 的 参数 以 2, 湿度 祷 度 


OH) = OT m0 (8.2.1) 
必 本 构 方 程 (8.1.1) 一 (8.1.4) 成 为 


" 7 


tCX ,1) 一 :DCX,1), O00)) 


一 p(X,) Cop (DOX ED (8.2.2) 
nAKX) = nDOX,) Ba 

一 Bop (D(X ,1) ,O00)) (8.2.3) 

PR = LDOX ,A 0D) 《8.2.4] 

h(X,) 一 HDEX ,A) 80), 0) (8.2.5) 


(8.2.2] 式 可 以 理解 为 第 七 章 的 纯 机 械 的 本 构 方 程 ， 只 不 过 是 
含有 一 个 湿度 参数 0 而 因为 @ 一 0， 粹 不 等 式 (3.1.11) 恒 汪 
足 。 

能 量 平 衡 方程 (8.1.13), 其 中 全 一 0, 为 


pOjCDCX,) 0) 一 一 上 DCX OND) :+p 
{3.2.6) 
满足 (8.2.6) 式 有 两 种 可 能 : 
1. 由 于 日 一 0, 由 (8.1.12) 式 , h(X,1) 一 0， 物体 内 无 热源 。 
(8.2.6) 沁 成 为 
por (D(X ,1) 0) 一 po (8.2.67 


要 求 从 外 界 物体 提供 由 上 式 计 算 的 热源 r， 以 保证 均 温 9) 的 实 
现 。 

2. 假定 物体 具有 无 限 天 的 导热 能 力 。 妈 人 鲁 无 湿度 梯度 (外 一 全) 
时 , 仍 可 以 有 热流 h。 忆 就 是 说 , 取消 (8.2.5) 式 而 由 (8.2.6) 式 去 
已 给 的 热源 = 计算 热 访 。 

特例 。 均 温 以 D 保持 不 变 , 即 日 为 与 质点 X 及 时 间 * 无 关 的 
常数 。 同时 设 变形 樟 灾 D(X) 与 时 间 # 无 关 。 则 由 (8.2.3) 式 
nCXX)} 不 随时 间 灰 化 。 因 bh 一 设 无 热源 (go 一 0)，L8.2.6) 式 信 
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泪 足 。 
二 、 钨 热情 况 , 即 设 无 热流 且 无 热源 (绝热 条 件 ) 


hh 一 由 <- 0 {3.2.7) 
蚁 不 等 式 (8.1.24) 醒 满 足 。 册 能 量 平衡 方程 (8.1.26) 与 绝 拟 条 件 
(8.2.7) ;+ 一 0, 故 
nn 一 nC) {8.2.8) 
粮 不 随时 间 变 化 , 故 为 恒 娘 情况 。 
本 构 方 程 (3.1.14) 一 (8.1.17) 成 为 


Xs) = 1D(X ,7) ,nCX)) 
— oD(X,) * (Bpe(D(X,) ,XN))* (8.2.9) 

O(K ,1) — ODX st) nlX)) 
一 0se(D(X ,1) ,a(X)) (8.2.10) 
eXst) — eAD(X,) n(x)) (8.2.11) 
hx) = AADCX NR BR) (8.2.12) 


(8.2.9) 臣 也 可 以 理解 为 第 蕊 章 的 纯 机 械 的 本 构 方 程 ， 但 是 含 
有 一 个 粮 参 数 (XX)。 

由 (3.2.10) 与 (8.2.11) 式 计算 沪 度 9(X, 站 与 内 能 的 区 号， 至 
于 (8.2.12) 式 则 被 (8.2.7) 的 h 一 汪 代 替 , 这 相当 于 根 定 材料 为 绝热 
的 ,或 者 假定 过 程 是 快速 变化 的 ,导热 的 影响 甚 微 。 


583 超 弹性 姥 料 
一 、 超 弹性 烤 料 的 定义 与 本 构 方 程 
当 热 力 基 总 二 9 不 项 质点 X 而 变化 , 即 考 虚 均 温 运 动 ， 或 


i Fi 


4 ) 不 随时 间 + 而 变化 , 即 邯 虞 恒 糯 运动 时 ,本 构 方 程 (8.1.1》 或 
(8.1.14)' 部 可 表示 为 以 下 的 形式 
t 一 pD - (gpp(D))* C83.1) 
式 中 对 于 均 温 运 动 ,6 表示 自由 能 密度 少 ， 而 对 于 恒 焕 运动 ,8 珍 
示 内 能 密度 ce。 凡是 本 构 方 程 如 (8.3.1) 式 的 材料 ，。 称 为 超 弹性 
(hyperelastic) 材料 ， 其 本 构 方 程 涉 及 一 标量 函数 8(D) 对 变形 梯 
度 DD 的 导数 。 8(D) 常 称 为 应 变 能 函数 。 
如 果 材 料 为 不 可 压缩 的 , 则 本 构 方 程 (8.3.1) 应 改 为 (8.1.28) 式 
到 
t— — pl+ pD (Op8(D))* C8.3.2) 
无 论 8 理解 为 自由 能 密度 ,或 者 理解 为 内 能 密度 e, 由 (8.1.7) 
式 或 者 (8.1.20) 式 , 标 架 无 差异 康 理 (PMI1) 要 求 8 为 客观 标量 , 即 
PD) = PQ D) (8.3.3) 
对 于 任意 的 卫 与 任意 的 正 交 变 换 Q。 由 于 了 一 R .TU 令 (8.3.3) 
式 中 Q = R*, 得 
ACD) 一 PCU) (8.3.4) 
(8.3.4) 式 表明 ， 应 变 能 密度 8 只 依赖 于 右 伸 长 张 量 U， 而 与 材料 
在 此 变形 后 之 旋转 民 无 关 。 可 以 验证 ,任何 标量 函数 8(U) 都 是 客 
观 的 ,因此 满足 PMI, 因为 U 一 U。 z 
由 于 人 一 U 一 D* .了 比 U 更 易 计 算 ,我 们 定义 一 新 的 到 应 
函数 


PD) — BU) — BCC) ~ BE) (8.3.5) 
式 中 玉 一 (C 一 D/2, 则 本 构 方 程 (8.3.1) 可 写作 
t— pD . (S08(C))* (8.3.1) 


为 了 求 (8.3.1) 式 中 的 B98(C), 可 先 写 出 成人) 的 微分 。 将 
aC = dD* .DD)= D+*.D+D*. aD 
代 人 
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dB(C) 一 OcBE(CY) :AC 
并 注意 3c8(C) 为 对 称 ,得 到 外 
dB(C) 一 20c8(C):(D* . dD) 
一 2tr[ cA CY) : (D* . dD)] 
一 210c5(C) . D*]*:aD 
一 2[ 了 Bc8(C) 1:aD 


将 上 式 与 
dpfCT 一 nopfe7:dmD 
比较 ,可知 
ppgfC) 一 2D + ci (IC) (8.3.60) 
[ODF (CC) TI* = 200c8(C) ，D* (8.3.68) 


大 利用 (8.3.6) 式 ,本 构 方程 (8.3.1) 式 成 为 
t— 20D . OCF(C) - D* 
+ plODFCC)) : D* (8.3.76) 
《8.3.7) (g) 与 (8) 式 各 称 汶 本 构 方 程 的 Bovssinesg 形式 与 
Neumann 形式 。 将 (8.3.7) 式 代入 (4.4.2) 式 ,得 到 以 第 一 美 Piola- 


Kirchhoff 应 力 张 量 r 到 未 的 本 构 方程 : 


(C8.3.74) 


rz 一 机 t- Dx 2pD - OCB(C) = ppBCC)Y (8.3.8) 
《8.3.8 ) 式 称 汶 本 梅 方 程 的 Kirchholf 形式 。 利用 (8.3.5) 式 的 函 
数 2(E)， 它 可 表示 成 
fF oD . 55(E) (8.3.87 
将 (8.3.8] 式 化 和 人 (4.5.12) 式 ,可 得 以 第 二 类 Piola-Kirchhoft 应 力 
张 节 了 表示 的 本 爸 方 程 


昌 利用 习 过 3,20 [提示 J 中 有 的 沸 二 个 公 贡 3 又 见 251 抽 对 注 。 
[了 上 有 


tt 


TD-.ro2pd8C)— pME) (8.3.9) 
(8.3.23) 式 称 为 本 构 方 得 的 Cosserat 形式 。 


二 、 应 变 能 饪 数 BP(D) 对 于 参考 构 形 吧 的 依赖 关系 
以 Pm, (DD, ) 表 示 对 于 参考 构 形 - 静 的 应 变 能 函 效 spatD x) 
袁 示 对 于 参考 构 形 过 的 应 变 能 函数 。 仿 照 (6.1.8) 或 (6.4.2) 式 ,可 
以 证 曲 在 站 mm 与 Rg 之 间 存 在 着 关系: 
Ba 放 且 ,站 ) 一 B.atD.s,) 
式 中 


Da, 二 D.», “ Dl 过 ) 
因此 


pn(D) 一 pnp(D . 另 .。( 索 )) ”对 于 任意 的 DD 
C8.3.10) 


三 、 对 于 参考 构 形 喧 的 材料 对 称 群 参 ,x 


以 名 (m 表示 对 于 参考 构 形 琉 的 材料 对 称 群 。 按 材料 对 称 狼 
的 定 浆 。 全 《等 体 变 换 群 )。 如 时 于 一 Dntl 碗 ) E SA 
则 在 构 形 腕 中 与 在 构 形 统 中 应 变 能 团 歼 具有 相同 的 形式 : 
ba D) 一 站 六 有 ， H 一 Da 瑶 ) 加 EP 
优 (6.4.37》 式 的 推导 :可 证 明 
kalD) 一 Aia( 有 了) 对 于 任意 的 了 (8.3.11) 
< He Yn, 
仿 {6.4.4) 式 的 人 推导， 对 于 参 著 构 形 吏 与 统 的 材料 对 称 群 
多 ,ao 与 多 (gr 之 闻 有 以 下 的 关系 : 
Gi — K- Gn: KK, Fw Ka :K (8.312) 
式 中 


"二 


K Dt 这) 
Sdn 与 Lan 为 同 梅 y 且 .为 共 胃 群 。 


四 、 者 岛 同 性 


若 超 弹性 材料 对 于 藉 参 考 构 形 的 烤 料 对 称 群 名 (a. 包含 全 
部 的 正 区 变换 群 人 好 , 即 
四 
则 称 址 弹性 材料 为 各 向 同性 超 弹 垢 材料 ,并 称 构 形 统 为 非 扭 曲 状 
念 o 
仿照 (6.4.8) 式 的 证 明 , 由 (8.3.11) 式 , 令 弄 一 Q*, 并 将 D 改 为 
Q :DD, 对 于 任意 的 QE 如, 得 到 
antQR DD)— BontQ :DD. Q") 
上 式 堪 端 利用 PMI1 的 要 求 (8.3.3) 式 代 人 :对 于 任意 的 QE 如 ,得 
bintD)= fap(Q :DD: 0Q") (8.3.13) 
故 对 于 非 扭 划 状 态 织 ，Fw 为 且 的 各 向 同性 标量 函数 。 利用 
{8.3.4) 与 (6.4.11) 忒 ,(8.3.13) 式 可 写作 
pa(U) 一 六 at U. OQ*) (8.3.14) 
对 于 任意 的 如 ,任意 的 设 € 加 与 非 捏 曲 状 态 腕 。 琴 
D=R.U~V:.R,R-.U.:.R*- -VY 
故 在 (8.3.14) 式 中 取 QQ 一 民 得 


patU) 一 Bg(V) (8.3.15) 
因此 ;一 (8.3.5) 式 ,上 式 可 写作 
Ba CC) = Bn B) -- (8. 3, 16) 


为 了 计算 本 构 方程 (8.3.7) 或 (8.3.8) 中 的 3c3(C), 可 以 如 下 进 
行 (路 去 下 标 “( 完 )” 不 写 ): 
(8.3.16) 式 ， 
dP — OrtCY dC (C4) 
一 cag(B):4B C5) 
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< BoVe (RU.R).(R.U.R*) 
~R.U.R*~—R.C-.R+ 


故 
dB— R.AC.R* | Cr) 
【ce) 式 做 人 (的 式 ,得 
dB Bi5(B]J:(R :AC . R*) 
一 tr[bag(B) -RCRel ， 
tiR*. HFC(B): R. aC] r 
= (R*-. O06(B). RJ:dC | (a) 
将 {四 式 与 (x) 式 比较 ,得 
BB(C) = R+ .885(B) , R (8.3.17) 
将 (8.3.17) 代 和信 (8.3.7a) 式 ， 得 到 各 向 同性 超 弹 性 材料 的 本 梅 
方程 (参考 梅 形 鹃 为 非 宇 贿 状 态 ): 
t— 2pD . [R* .9.5(B) . 有 R] 
一 25V .5a5(B) .YV 
— 2pBk . 3.5(B) .着 (8.3.18) 
由 (8.3.14) 一 {8.3.16) 式 ， 8(B) 为 B 的 各 向 同性 标量 明 数 , 芍 
由 张 量 分 析 , 它 可 表示 为 
B(B) = 有 (PP ) {8.3.19) 
二 此 中 
8 2 08 do OF dF! 
bo (B) 一 5 gs 让 
本 i+ 68 _ ? 工 一 B*) 十 8 1 B* 
aA Ta Bt ag 


地 关于 二 阶 张 别 不 变革 对 张 最 导数 的 公式 ， 避 参阅 由 点 特等 编著 < 张 让 分 析 ， 
.6.55 消 华 大 学 出 版 社 。 | 


"3 


注意 到 防 为 对 称 * 故 (8.3.18) 式 又 可 表示 成 


t -- 2oB. dp68(B) (8.3.18y 
得 到 本 梅 方程 : 
08 a 2 2 B 
tp E+ (SB B+ zy 
一 08 9 
[Bp Ai + (Fp SA) 
_ 68 pm 
Fr B| (8.3.20) 


将 (8.3.20) 式 与 第 七 章 本 构 方 程 (7.2.8) 式 比较 ,可 得 (7.2.8) 式 
中 反应 系数 om: 与 外 通过 应 变 能 函数 所 B) 的 表达 式 : 


gp 一 2ZP 28 


9 
入 1 一 2o( 5 + 可 有 所 (8.3.21) 
Pp: 一 2p 车 


将 (8.3.21) 式 代入 第 七 章 (7.2.13) 式 ,可 得 本 构 方 程 (7.2.11) 中 的 反 
应 系数 辐 , 由 与 有 通过 应 变 能 函数 以 呈 ) 的 表达 式 : 


2 一 9 一 Te lan A 


Bi 中 十 Figqg™= 2p 


3 SF (8.3.22) 


P= Flip™ ~— 2p . 帮 3 - 一 一 一 已 
因此 本 移 方 程 (7.2.11) 成 为 


=" S84 * 


+_ _B- 9-22 | (8.3.23) 


作为 超 弹性 材料 的 特例 ， 超 弹 半 固体 与 超 弹 性 流体 也 可 伪 照 
简单 固体 与 简单 流体 来 定义 。 
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第 九 章 塑 性 


本 章 讲 这 大 变形 ( 育 限 变形 ) 情 况 下 率 无 关 ( 即 无 时 间 效 应 ) 的 
塑性 本 恼 理 论 。 在 其 些 情形 ， 传 绕 的 塑性 理论 已 经 到 得 不 足 。 例 
如 ,对 于 岩 士 材料 ,粒状 材料 以 及 高 强 钢 等 的 深 估 研究 ,表明 ,不 能 
竹 沿 用 正 交 法 则 ( 即 塑性 变形 率 与 屈服 面 正 交 ) 和 塑性 变形 体积 不 
变 等 经 典 人 假设。 计算 按 术 的 发 展 便 得 在 结构 分 析 中 有 可 能 妥 用 更 
接近 实际 ， 因 而 也 更 复杂 的 本 构 关 系 。 目 前 许多 著名 的 固体 力学 
学 省 正在 研究 所 谓 变 形 局 部 化 问题 。 例 如 薄板 拉 坤 ,在 发 生 失 稳 
现象 时 ， 变 形 集 中 于 很 罕 的 前 切 带 上 。 这 一 问题 引起 了 赋 究 金属 
压力 寺 工 成 形 者 的 兴趣 。 被 兰 的 Marciniak"” 等 曾 捍 出 一 个 模 
型 ， 企 图 以 衬 料 量度 不 均匀 来 解释 变形 局 部 化 的 现象 。 但 用 其 各 
型 算出 的 失 稳 载 伍 比 实际 值 高 得 多 ; 若 要 求 失 稳 载荷 值 与 实验 结 
杂 相 符 , 必 须根 定 想 的 初始 厚度 非常 显著 地 不 均 句 ,但 实际 并 非 如 
此 。 许 多 问 体 力学 学 者 , 如 机 R. Rice, J. W, Hutchinson, A. 
Needleman 等 人 从 弹 逆 性 大 变形 本 构 模 型 入 手 进 行 古 窒 , 结果 表 
明 ， 对 于 均匀 变形 问题 当 载 荷 ( 拉 伸 ) 加 到 一 定 程度 时 会 出 现 解 的 
分 叉 现象 ,县 分 及 后 对 本 构 模 型 十 分 敏感 。 因 此 , 弹 逆 性 大 变形 本 
构 关 系 的 研究 是 一 项 靳 有 理论 价值 又 有 实际 意义 的 工作 。 此 外 ， 
近年 来 同体 力学 与 材料 科学 的 结合 ， 要 求 更 精细 地 研究 由 变形 到 
陂 坏 过 程 中 的 损伤 负 制 ,并 在 此 基础 上 建立 更 好 的 本 构 模 型 ,而 损 
伤 往往 伴随 着 大 变形 。 在 断裂 力学 中 ， 二 于 法 纹 尖端 附近 的 高 度 
应 变 集中 ,损伤 是 不 可 避免 的 。 因 此 ,裂化 尖端 场 的 研究 需要 有 竹 
请 损伤 的 大 变形 塑性 本 构 关 系 。 以 上 情 沉 说明， 目前 男 体 力学 发 
展 电 重 纪 的 际 题 之 一 不 是 建 迁 考 志 损伤 的 ,好 的 ( 既 符 合 实际 又 便 


* FE 


于 应 用 的 ?本 构 理 论 。 
在 本 章 的 前 四 节 (§9.1 一 $9.4》 中 假定 所 研究 的 变形 过 程 是 
恒温 的 , 即 暂 不 考虑 温度 (或 炳 ) 等 热力 学 变量 。 


$ 9.1 各 向 同性 (或 称 “ 等 向 ”) 硬 化 的 漳 
塑性 本 构 关系 
. 一 、 小 变形 情况 的 Prandtl-Rewss 本 构 方程 ( 即 ,/. 流动 理 
论 ) 
为 了 简单 起 见 。 在 本 修 节 中 采用 第 卡 儿 坐标 。 在 小 变形 情况 


下 ,无 需 区 分 各 种 应 为 或 应 变 , 因 此 应 力 张 量 用 表示 ， 其 分 量 为 
ai 应 力 候 斜 张 量 { 偏 量 ) 用 s 瑟 示 , 其 分 量 为 si; 


g 一 一 站 Zo)l 
1 
Hi ii 一 3 A (9,1.1Y) 


应 变 张 量 用 表示。 用 a 表示 o 的 等 效应 力 * 其 定义 式 为 
所 一 Po) 一 广 Fi 呈 二 rms) (9.1.2) 
式 中 (8s) 表示 应 力 偏 量 8 的 第 二 个 变量 。(3.1.2) 式 束 是 通常 
所 谓 六 流动 理论 所 提 到 的 j;。 它 对 时 间 的 导数 为 中 
b= si = sd (9.1.3) 
Prandti-Reuss 本 构 关 系 可 表示 为 


Wi [1 十 2065 一 2y3jj5kA ] 十 = siidz 


中 在 小 变形 箔 卡 几 些 标 情 帝 下， 可 以 在 张 量 分 景 上 面 加 “*” 表 示 对 时 间 内 导数 
而 未 家 引起 混 消 。 一 般 梢 况 下 应 中 侈 这 样 属 。 


人 


六 一 LC! tv 一 25 人 十 六 Ls {9.1.4) 


上 式 右 沸 第 一 、 二 项 分 别 表示 弹性 应 变 率 听 与 塑性 应 变 率 六, 式 
中 的 五 是 az 或 天 的 函数 ,由 比例 其 裁 ( 例 如 单 向 拉 伸 ) 材 料 试验 确 
定 。& 一 1 或 0 分 别 表示 塑性 加 载 或 弹性 缉 载 情况 。E,v 分 别 为 
杨 色 模 量 和 波 又 出。(9.44) 耻 还 可 与 成 


下 这 去 [EC1 +t po 一 2388 Idi 十 sid C9.1.4Y 


进一步 可 将 上 式 右 端 […] 代表 的 弹性 柔 度 矩阵 改写 为 对 称 形 式 ， 
得 到 


jir 一 局 [1 TF vod 十 Bt 一 2068 十 元 vid 
一 Ni Gt 十 ~ si (C9.1.4Y 
， , a 
时 一 A 全 十 J 


式 中 .表示 四 阶 张 量 , 称 为 弹性 柔 度 张 呈 ; 其 分 量 .友基 有 
以 下 三 种 对 称 性 [以 后 简称 三 对 称 性 ): 
(1) 对 i 与 7 对称; 
{2) 对 与 1 对称; 
C3) 于 {1,7) 与 (这 ,1 对 称 。 
即 
了 一 .各 一 A A 71 
(9.1.4) 各 式 中 的 a 取 值 为 
a=1 当 了 一 (os 且 太 一 dr 之 0 
ac 一 0 当 几 一 (ozx 且 大 < (9.1.5) 
或 当 Jj) 过 (J) nar 
这 里 《也 )ns 表示 材料 受 力 历史 上 曾 达 到 过 的 最 大 值 。 
上 述 (9.1.4) 各 式 均 为 应 变 率 通过 应 力 率 表 示 。 欲 得 到 应 旋 率 
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通过 应 变 率 表示 的 形式 ,可 对 (9.1.4) 式 求 道 , 过 程 如 下 : 
第 一 末 、， 计 算 (9.1.4) 式 之 迹 , 即 取 指 际 诗 与 了 缩 福 。 


全 一 至 [C1 v6 一 35t] 一 上 一 2 


人 (9.1.642] 
帮 ， 
TR 一 一 一 史上 大 (9.1.686) 
第 二 步 ,(9.1.4) 式 两 渤 弱 岂 sii, 半 对 据 标 取 和 ,得 
Fi 一 -一 {Ci 十 beids, Uri dadat] 十 --- Lh 
一 二 (1 十 2 十 jh 
上 夏 
一 一 se 9.1.7 
有 {I Tb)+2EJ/, (9.1.7) 


将 {9.1.6)、(9.1.7D) 代 和 (9.1.4) 并 整理 后 得 


E I, » . 
i+» 已 Ti Bu | 和 


性 
了 二 多 本 SIT 


2 了 
(9.4.8) 
式 中 
sl! Tu 十 2 C9.1.9) 
同样 ,(9.1.8) 武 也 可 玻 写 成 


党 所 


y - 
ji - DAkBi 十 Co BiB | 1 
1 -天 1 一 322 wl" 
i 三 ; 
一 二 人 人 rt (9.1.8) 
"中 


中 


En ， 


I aT 


-1! 
i elir- 


aT 


Gi 一 1 二 | 二 (C6n68i 十 #574) 十 一 本 36w| Ta 
E 三 ， 
TD 
mi Er = Si RIDA 
SG LH (9.1.87 
1 十 2 了 


式 中 给 为 具有 三 对 称 性 的 四 阶 弹性 刚度 张 最 ， 
i = i Hk Ri 
(9.1.8) 各 式 中 a 的 取 值 为 
so= 1 = Cm os; > 0 
5 一心 站 下 一 【Prnaz， 且 529 安放 (9.1.10) 
或 当 J < (J) mar 


二 、 大 变形 情况 的 Prandtl.Reusas 本 构 方 程 

大 变形 清 况 下 ,首先 过 到 的 问题 就 是 为 了 保证 满足 PMI， 应 
瘦 采 用 哪 一 种 客观 应 力 率 和 客观 应 变 率 。 B，Budiansky 在 他 的 
一 篇 未 发 表 的 文章 中 普 采 用 Cauchy 应 力 t 的 Jaumann 导数 
t【 其 定义 见 (5.2.41) 趟 )。 和 而 后 ，Hutehinson 改 用 Kirchboft 应 
力 t 的 Jaumann 导数 上， 并且 证 明 改 动 以 后 边 值 问题 才 对 应 于 
一 定 的 证 函 变 分 问题 。 本 节 参 考 Hutchinsctt 课 出 的 这 个 方案 。 

用 8 表示 Kirchhoff 应 力 t 的 储量 : 


s—t 一 三 ZF (9.1.11) 


变形 率 & 可 分 为 弹性 与 塑性 两 部 分 之 和 ， 
了 一 中 -十 de (9.1.12) 
二 3 


分 别 将 小 变形 情况 和 的 Prandtl-Reuss 方程 中 的 弹性 与 塑 福 应 变 率 
部 分 作 如 下 的 推广 。 变 形 率 的 弹 福 部 分 为 


d ~— EL( + vt FC (9.1.134) 


式 中 上 万 为 Kirchhoff 应 力 -对 数 应 变 单 遍 拉 储 曲 线 的 弹性 模 量 多 。 
在 随 体 Lagrange 坐标 系 { 儿 4,:} 中 ，(9.1.134) 式 的 分 量 形式 为 


da3 一 二 [1 十 DE 一 zf] 
~ [Cr) acsn — vissten]ie? 
一 二 [3 C1 十 vBachan + Bapiac) — vhsniecn |+ 


人 E48CD 85 (9.1.135) 
dd— A 


式 中 .2 表示 四 阶 弹性 柔 度 张 量 , 下面 的 记号 。 表示 所 采用 的 是 
Kirchhoff 应 力 张 量 。 变 形 率 的 塑性 部 分 为 
dr — 元 je 


dr = an (9.1.14) 


式 中 


全 在 变形 率 有 4 主 汾 向 沙 Euler 标 架 ( 即 变形 就 标 架 与 Erler 标 哥 蜡 仿 情况 下 ， 
diy 一 Os 当 t 硅 1， 出 C3.4.38) 式 9 CE 3 = dr {fr 一 1， 对 指称 不 
取 和 )》* 因 亿 对 数 应 变 率 分 区 与 变形 率 分 一 相等 。 苍 单 疝 拉 伸 方向 上 变形 宣 分 量 
guny 对 时 间 的 积分 就 是 对 数 应 变 CE 人 "rys 


BoD +" 


天 一 At 一 二 sis 一 
和 2 r 


一 六 站 一 一 fals) (9.1.15a) 
由 上 式 对 时 间 求 导 得 
n= h(t) = 8:8C— 3:s 一 s:t 一 4 (9.1.155) 
其 中 第 三 个 等 式 8:8 一 8:s 可 证 明 如 下 : 利用 Jaumann 导数 的 
定义 (5.2.41) 式 ,可 知 
5 


一 


s:(w.* 3) = tris* ws)— tr(s.s: w) 
一 CB ， 8):w 一 必 

式 中 最 导 一 步 的 8* 8 为 对 称 张 量 , w 为 区 对称 张 量 , 故 它 们 的 双 
点 积 为 零 。 同 理 可 证 s:(e . w) 一 0。 因此 (9.1.158) 的 第 三 个 等 
式 得 证 。 国 此 (493.1.14): 分 盟 形 式 又 可 写作 

dn = Sauécp rc (9.1.14) 
(9.1.14) 式 去 朋 , 蛆 性 变形 率 洗 应力 俩 量 的 方向 ,也 即 居 职 面 靶 向 ， 
其 大 小 正比 于 Kirchhoff 应 力 t 的 Jaumann 导 数 t 在 好 服 面 证 加 


的 设 影 。 
将 (9.1.13) 和 (9.2.14) 人 代入 《9,1.12) 式 ,得 到 


d 一 中 十 中 =- 二 [0 + yh — vl F002)] 十 二 


— Mi:t {9.1.164) 


+ S391" 


dan 一 二 [二 (1 十 vv)ldcisn 十 Bpgac) 一 vstco | zc 
十 二 gpafcpte — Mascepre? (9.1.166) 
式 中 也 为 具有 三 对 浆 性 钓 四 阶 弹 亨 性 苹 度 张 量 , 其 分 量 为 届 48cp， 
MA+ 


痊 4Ben 一 一 Lpcp 十 本 dapiepn (9.1.16e) 


ca 一 1 当 JAt) ~ (J)mrs 且 :+t 0 


一 0 当 人) 一 (Ym; 是 8:t < 0 
或 妆 Pt) < CE Yar (C9.1.17) 
由 于 在 {9.1.16a) 式 两 淤 申 现 的 均 为 客观 量 、 且 它们 之 间 的 运算 结 
果 仍 保持 客观 性 ， 政 可 业 定 《9.1.164) 式 是 一 个 满足 PMI 的 本 
构 关 系 。o 
{9.1.169) 也 之 赣 为 


; EI v Ea, 
ti 一 一 全 | dt LP,Ce)] 2 ss:d 


3 1 一 39 1 十 2 本 
一 :qd 《9.1.189e ) 
了 4 一 Ew 二 pi c| E 4EACD 
* 1 十 了 3 — 2 : 1 十 和 了 " 
i EE | gog 二 加 248c2| deD 
1 十? ] — 2yv 
过 人 
一 一 一 -- Da 
1 a" 


s 本 号 本 


1 十 > 2 i 一 2y 


加 & ga Dd, 
i+v 9 


一 APCD SD FE 名 dCD fp 
1 二 »v 9 


一 LacDgen (0.1.185Y) 


式 中 工 为 具有 三 对 称 性 的 四 阶 弹 小 性 刚度 张 叶 ,其 分 其 为 上 *?， 


BABCD (9.1.18¢} 


(9.1.18) 各 式 中 和 前 5 取 值 为 
并 “一 l 当 jC Cs 且 5 一 di 
人 一 作 站 b= (nar, 是 sd = ddap 0 C9.1.19) 
或 当 J < Cmax 
仿 (9.1.9) 忒 有 有 
4 一 十 272(t) (9.1.20) 


再 面 讨论 如 何 用 单 向 位 伸 或 其 它 比例 负载 试 验 确 定 火 变形 本 
构 关 系 (9.1.16) 中 的 材料 函数 上 一 At)。 在 试验 中 训 量 的 是 真 应 
力 ，B Cauchy [| t 以 及 真 应 杰 , 妈 对 数 应 变 EY, 而 本 攀 关 系 
(9.L16) 与 (9.1.18) 中 采用 的 却 是 Kirchhoff 应 力 t 和 变形 率 d， 
因此 必须 建立 它们 之 闻 的 秘 系 。 对 (9.,1.164) 到 迹 , 得 
1 rr 


昌平 中 本 


式 中 由 (3.2.16)， 六,(d) 一 divv 一 jj/」 表 示 x(#) 构 形 每 单位 体 
积 的 变化 率 。 因 此 鞋 与 上 的 关系 为 
i 
(C9.1.22) 


在 半 向 拉 仲 试验 中 ， 假 度 采用 人 铬 卡 儿 坐标 。， Cauchy 应 力 张 蝇 
的 分 量 为 ti 其 余 fi 一 由, i 为 Cauchy 等 效应 力 。 
孜 irchho 入 应力 张 量 的 分 量 为 


2 Ds 
p 。 


有 
其 全 2 一 人 站 ,和 为 开 ifchhoff 等 效应 力 。Kirchhoff 应 力 人 篇 量 的 
分 量 为 
i 一 子 和 ， 区 到 其 余 ss — 0 
将 《9.1,16a) 用 于 单 向 拉 伸 ,得 
， a" ss 
dn 一 二 [tl 十 YH 一 yt ] 十 工人 (之 nu) A 


; (3 ) 
一 | 一 十 一 {二 mi |t 9.1.23 
[二 下 3 “11 pe ‘ ) 


在 单 向 拉 伸 状态 下 ， 试 件 不 旋转 。 访 率 w 一 9, 所 以 ma 一 十， 
(9.1.23) 可 写作 


一 [E+ GH AGE 
[9.1.247 


du 表示 单 竺 时 间 单 位 长 度 ( 沿 拉 促 方向 ) 的 侍 兵 ， 改 由 (3.4.58 世 
拉 健 方向 的 对 数 应 变 ( 真 应 变 ) 为 


In = | dud 
二 


”394 。 


如 图 9.1 所 示 , 用 E, 表 示 单 向 拉 体 Kirchhoff 应 力 -对 数 应 变 风 


强 的 切线 模 量 , 则 (39-1.24) 式 可 写成 
dt In7 1) 1 1 /2 3 
人 


(9.1.25) 


站 
到 时 6 二- 3 


ep 


Fp 站 


天 pri 二 
Fs | 


图 3.! 
通融 用 单 向 拉 伸 Cauchy 应力- 对 数 应 变 图 的 切线 模 量 E, 表示 画 


数 8#o。 为 此 ,将 (9.1.21) 六 代 人 人 9.1.22) 在 单 癌 拉 伞 状态 下 得 : 


虫 此 式 解 出 


代入 (9,1.24) 得 
市 人 学 凶 下 


Yr ] 
a 

1 

= 


1 十 工 {2 | 钙 
aa) 中 + 二 人 
互 #t 1—(1— ?7) 芝 
由 此 式 解 出 1/# 得 


二 人 从 -O 一 2 | 去 一 二) (4129) 


为 了 全 部 用 Cauchy 应 力 ( 走 应 力 )- 直 数 应 变 单 向 拉 伸 晶 线 中 的 
量 表 示 材 料 函数 8, 我 们 将 (9.1.26) 式 中 的 BE 用 瑟 表 示 : 


在 单 疝 拉 伸 试 验 的 弹性 阶段 
dd) 
d(In) d(Cln4) Nn d{ nN) 
~ Cy n+ jE ta) 


由 于 j= JA.(d)， 在 单 向 拉 伸 的 弹性 阶段 显然 有 : 
j= 24 = Hl 2 nr) 


即 
1 
Cay jl CO— 2») Ch) 
将 全 ) 代 人 (fae) 并 推广 到 一 般 应 力 状 态 , 得 
E=J(!l 2). + E] (e) 


将 (ce) 式 代入 (9.1.26) ,并 注意 5 一 Jt.， 得 
工 (3Y_1 A 2 t+ EE : 
4 (二 ) at 《9.1.26) 
其 中 已 看 作 +. 的 阔 数 。 
以 上 我 们 介绍 了 大 变形 情况 Prandtl-Reuss 本 构 方 程 的 一 种 


[上 


比较 合理 方案 。 大 变形 情况 的 Prandd- 有 Reuss 方程 还 有 许多 其 它 
方案 。 例 如 ,; 北 儿 溶 吕 普宁 用 
t/7 = t+ Fd)t 

为 客观 应 力 率 ,建立 了 一 个 不 同 于 上 上 上述 的 本 构 关 系 。 

最 后 我 们 指出 , 张 量 形 式 的 本 构 方 程 (9.1.164) 与 (9.1.18a) 
可 以 沿 任 何 的 坐标 系 分 镍 而 得 到 其 分 量 形式 ， (9.1.165) 与 (9.1.18 
5 省 是 它们 沿 哺 休 坐 标 系 {XX ,2z} 分 解 的 分 量 带 式 。 这 样 , 固定 
X<4: 相 化 1 就 能 得 到 同一 质点 材料 的 变形 率 或 应 力 宁 的 现 史 。 当 
然 我 们 也 可 以 沿 Euler 坐标 系 xz 分 解 ,得 到 《93.1.16a) 的 分 量 
形式 : 


| . 
di = E 号 人 十 了 多 REF 于 gagia) — 2 人 | 和 


Fa ~ Moan (9.1.164) 
及 (9.1.184) 的 分 量 形 式 : 
FF 一 = 加 二 gia | 一 -二 i skad i 
" 二 十 了 】 一 2r 1 全 1 
= Litldiy (0.1.1848) 


但 是 对 于 一 定 的 x/, 随 着 : 的 变化 ，(9.1.164) 与 (9.1.184) 并 不 
代表 同一 个 质点 材料 的 变形 率 与 应 力 率 历史 ， 由 为 在 空间 名 一 个 
位 置 x'， 先后 有 不 同 的 质点 来 占有 这 个 位 置 。 


$92 和 机 万 硬化 的 必 访 动 理论 


Tvyergaafdad 遵循 前 节 中 Budiansky 与 Hutchinson 的 思路， 
提出 了 一 个 有 限 变形 情况 下 的 机 动 硬化 ;流动 理论 。 所 滑 机 动 硬 
化 ， 和 是 捐 和 塑性 变形 过 程 中 届 服 面 在 底 力 空间 中 只 移动 而 大 小 不 

和 汝 内 帮 全 


了 图 9.2 

变 。 采 用 Kirchhoff 应 力 的 Jaumann 导数 t 和 变形 率 d 来 描述 
本 构 方 程 ,同时 引入 背 应 力 的 概念 。 如 图 9.2 所 示意 , 口 代 吉 应 力 
空间 中 的 原点 ， 它 表示 未 受 力 状 态 。 0O' 点 为 当前 局 服 面 的 中 心 ， 
过 氮 代 表 所 研究 点 的 即时 (将 前 应力 状态 。 记 DO 为 有 ,CA 为 
tT 而 Cd 就 是 Kirchhoff 应 力 t, 显然 

t 一 不 一 此 (9.2.19) 
式 中 户 称 为 背 应 力 , 它 表示 在 应 力 空间 中 届 了 最 面 的 即时 位 置 ,在 物 
理 上 它 代 表 由 于 塑性 变形 在 材料 中 引起 的 微观 残余 应 力 。 t 称 为 
主动 应 力 ;用 字母 上 面 的 一 横 "一 ”表示 。 【9.2.1e) 的 分 量 形式 为 


ze En 28 _ Ei (9.2.18) 
B= BE sks (9.2.2) 

主动 Kirchhoff 应 力 偏 量 记 作 #: 
和 一 十 一 四 A (EI (9.2.3a) 


其 分 量 形 式 为 
3 es kar _ 六 4 nm (C24 一 Bas) — 本 (is — pc) 
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a a ABée 
# (8 sp ) (9.2.36) 
这 时 应 将 Mises 屈服 函数 〈9.1.15a) 中 的 等 效应 力 改 为 主动 等 
效应 力 

硬 li Li; -一 coNn Lp . 

J(€) 3 Ee 2 时 下 st 到 (C9.2.4) 

式 中 天 为 主动 等 效应 力 。r 为 烤 料 初始 局 服 时 的 Kirchhoff 等 效 
民力。 仿 《9.1.155) 式 , 有 

由 一 i si (9.2.5) 
仿 (9.1.16), 可 得 本 构 方 程 


dd 一 二 [CE 一 pF)1+ 了 王 汪 一 也: 


{9.2.66) 


ds 一 | (1 士 vBachon 于 gangac) 一 vgankco | ze 


Wy 


于 
十 一 ASTD i 
. 
应 二 人 
ml pt 十 本 43CD8 
-= M acpi ™ (9.2.65) 


式 中 前 为 具有 三 对 称 性 的 四 阶 弹 塑 竹 柔 度 张 量 ,其 分 量 为 哮 4pcp: 


也 一 十 二 可 


【9.2.67 7 


一 2 本 全 二 
Mipcp =— A jgcp + 疯 AB SED 


仿 (9.1.17), 在 (9.2.6) 各 式 中 的 取信 为 


3 


或 当 PC(t < 一 


| wm 


(9.2.6) 和 名 式 右 满 第 二 项 的 区 别 于 前 季 ($ 9.1) 的 ,是 机 动 硬化 檬 
开 的 材料 阔 数 。 这 项 表明 槛 性 变形 率 dr 疹 主 动 应 力 偏 量 5 的 方 
向 ;也 就 是 洛 不 断 移 动 的 轴 豫 面 的 法 向 。 闭 性 变形 率 d? 的 大 小 仍 
正比 于 Kirchhoff 应 力 的 Jaumana 导数 : 在 届 服 面 法 向 的 投 


影 。 
《9.2.6) 式 之 道 为 
一 LA(d| 一 一 "qd 
。 1 十 3 一 2y lB 3 
2 一 | Er "| dcp 
1 十 3 
一 四 二 F485cD Ff, 
Fy 了 
E ee 
es C49cD 4 一 BA dp 
1 十 + 如 
=- 一 Lendep (9.2.85) 


” 帮 口 向 * 


57 【9.2,.8c 


仿 (9.1.20),《9,2.8) 各 式 中 的 材料 漳 数 了 如 下 : 
4 tt) 名 


(9.2.9) 
(9.2.8) 各 式 中 的 取 第 如 下 : 
ce 一 1 当 hD- TH, idmid>0 


w= 人 0 当 1 有 一 二 她 ， 有 8: sd 和 8 


或 当 六 (外 一 一 总 (9.2.18) 


乌 里 
下 为 Kirchhoff 应 为 的 沙 数 ， 一 (J.( 区 )， 由 单 向 拉 什 试 验 定 
已 。 仿 (9.1.25) 可 得 
1 3 1 1 
一 (zm) 《六 一 至) 人 
下 面 计 论 如 何 建 立 背 应 力 8 的 演化 方程 。 对 于 机 动 硬化 寞 
型 , 届 服 面 只 移动 而 不 膨 张 , 故 由 (9.2.4) 式 ,有 
ED) 一 人 (9.2.12) 
(9.2.12) 式 就 是 所 谓 一 至 性 条 件 。 它 宕 示 在 加 载 条 件 下 应 力 空间 
中 的 应 力 点 4 始终 在 司 服 面 上 ( 见 图 9.2)。 由 (9.2.5) 式 ， 一 致 姓 
条 件 (9.2.12) 式 又 可 写 为 : 
a(t Piss 一 pa) 一 0 (9.2.13) 
为 了 得 到 的 演化 方程 ,必须 对 届 服 面 中 心 0' 点 朝 什么 方向 移动 
作出 假设 。 Pragerpl 建议 采用 0' 点 沿 4 点 处 克服 而 的 法 向 郧 
主动 应 力 偏 童 的 力 向 ) 移 动 的 户 设 , 面 Zicgler4 则 提出 0' 点 灌 主 


申 夫 各 了 民 


沥 应 力 张 量 上 方向 移动 的 方案 。 图 9.2 中 用 宇和 ms 分别 表 示 按 
Prager 和 Ziegler 的 建议 是 服 面 中 心 0 点 的 用 时 移动 方向 。 采 
用 Ziegler 的 方案 则 有 


儿 一 Et 一 有 一 让， 大 六 0 《9.2.14 


这 里 站 这 0 表示 没 芋 的 方向 称 动 。 将 (9.2.14) 代 信 (9.2,13)， 可 


让 (9.2.15 


至 此 我 们 介绍 了 大 变形 情况 下 机 动 硬 化 天 六 动 理 沧 的 一 个 
方案 。 对 于 同一 种 材料 ( 桂 料 的 单 向 拉 伸 曲线 一 定 )， 同 一 个 变形 
历史 , 按 59.1 第 二 小 节 【 各 向 同性 硬 作 ) 与 $9.2【 机 注重 化 ) 这 两 
种 本 梅 关 系 定 出 的 函数 上 与 不 万， 算出 的 应 力也 不 同 。 但 在 比 
例 加 载 条 件 下 , 利用 (9.1.16),，(9.2.6) 及 图 9.3 可 以 证 明 它 们 将 给 
出 租 同 的 结果 。 比 例如 载 历 史 对 应 于 应 力 空 间 中 过 原点 的 一 条 射 
线 , 其 数学 表述 为 

一 1 2 一 Az (9.2.15) 


式 中 站 为 常 张 最 ，4 为 随 加 载 过 程 单调 递增 的 载荷 因子 。 初 始 
服 时 1 的 值 4y 可 确定 如 下 ; 
将 (9.2.4) 式 用 于 初始 届 服 。 这 了 时 一 0，5 一 s，(9.2.4) 变 成 


Ee 一 号 (9.2.17) 
引入 的 偏 量 , 记 千 8 。 则 
tI) 
fF (9.2.184) 


402 + 


t” 的 等 效应 力 为 


3 a 
蕊 一 (2 Fae ) (9.2.186) 
显然 
B 一 1s ， Bn 一 Mfg C9.2.18c) 
将 (9.2.18c) 伐 估 (9.2.17) 再 利用 (9.2.182)， 得 到 
av 一 tf (9.2.19) 


当 1 > 4y 时 ， 应 力 空间 中 各 向 同 性 硬化 (8 一 9) 与 机 动 硬化 
(8 一 (2 一 4y)t) 情况 示 于 图 9.3。 


4 = 4 初始 应 腿 面 
各 疝 同 蛋 天 化 


图 9.3 
岂 上 9.1 与 $9.2 的 本 构 关 系 : 即 无 论 各 辣 同 性 醒 化 j 流动 
理论 或 机 动 硬化 无 流动 理论 都 属 本 经 暴 的 率 无 关 塑 性 规律 范 贱 ， 
本 构 关 系 中 均 不 售 上 自然 时 间 。 和 们 可 概括 为 下 一 市 中 的 一 般 形 
式 。 


93 经 典 的 塑性 一 般 规律 
如 已 约定 的 ， 本 节 仍 不 考虑 时 间 和 温度 效应 。 Hill 在 文献 


“403。 


[17 一 10] 中 所 提出 的 有 限 变形 情况 的 一 般 本 构 规律 表示 成 为 变形 
率 张 量 与 任意 的 安 观 应 力 率 张 重 之 间 的 一 次 齐 次 关系 式 。 这 些 关 
系 式 可 写成 以 下 的 形式 : 

d 一 十 十 到 一 | .和 十 ppl|:i= M:E (9.3,10) 


das — dn + dss — | sc 十 二 Pssaca| tc -一 MBcp 25D 
(9.3.18) 

式 中 

MA +t pp 

MM apeD 一 -sacp 十 ~ Baniicp (9.3.1c) 

.0 称 为 瞬时 蝇 竹 柔 度 胀 呈 , 导 称 为 阳 时 弹 刻 性 鳞 度 张 重 ,它们 者 

与 即时 的 应 力 有 关 。 pp 浴 届 服 面 的 外 鞭 线 方向 。 (39.3.18) 的 塑 

柱 项 的 形式 表明 ， 闭 性 实 形 率 q! 沿 忆 服 面 的 法 向 , 且 只 有 应 力 率 


张 量 党 屈服 面 外 法 线 方 向 的 分 量 引 起 塑 福 变形 。(9.3.1) 各 式 中 的 
< 取 值 为 


这 < 一 1 当 t 在 屈服 面 上 , 且 4 3 0 
s 一 0 ” 当 t 在 屈服 面 上 , 且 p:t <0 (9.3.2) 
或 当 t 在 屈服 面 内 
仍 假设 无 塑性 体积 变形 , 故 pp 为 偏 量 : 
pp 一 0 


上 为 硬化 这 的 度量 ,一 般 依 器 于 变形 历史 。 
现在 来 求 (9.3.19,5) 式 之 道 。 由 (9.3.15)， 迁 项 得 到 


A 1acD 40 一 pp -一 去 aaaicpice 长 9.3.1 了 了 


中 学 站 站 


A 与 其 还 经 的 分 量 之 间 应 满足 
2 nd3 A ABCD ™™ 5c5D 
以 多 5 乘 (9.3.1) ,得 


9 Ht ,eh 
i Pm | dss — anficpt® | 


或 写成 
Fa -一 430D (deo 一 二 Hicn fyy | (9.3.3) 
记 
dcD fcp 二 站 2 (9,3.4) 
并 利用 等 式 ( 此 等 式 将 在 后 面 证 朋 );: | 
Ra 一 全 和 den (C9.3.5) 
式 中 
gh fnsins (9.3.6) 
册 (9.3.3) 式 成 为 : 
2 a [Be? 一 三 ioicz| dep 一 Pascnd cp {9.3.70) 
i 一 [gx 一 12|: d—L:d (9.3.74) 
. 上 g ， , : 
式 中 
EL 一 多 一 二 和 
Fdecn CH 4BC 人 RAED (9.3.7¢) 
* * g 


加 与 上 分 别称 为 瞬时 弹性 刚度 张 蜂 与 角 时 弹 塑 性 刚度 张 量 ,它们 
均 上 其 有 三 对 称 性 。(9.3.7) 各 式 中 有 的 4 取 值 为 


并 


0 一 1 ， 当 t 在 轴 服 面 上 , 且 4:d 一 44dss > 0 
ea 一 当 t 在 届 服 面 上 , 且 4:d 一 iy < 和 0 (9.3.8) 
或 当 t 在 轴 服 重 内 


现在 来 证 明 等 式 (9.3.5): (9.3.3) 式 两 端 磁 以 fas， 并 注意 
(9.3.4) 式 ,得 到 ( 令 & 二 1) 


人 J _ 
ant 一 经 fa [dco — ficpfiuwt™ "| 


-一 icpjo 一 到 jcppcopamasty 


故 利 用 (9.3.6)， 
LCD 上 、 站 。 
pn 
1 十 工区 an figs E 
点 
故 (9.3.5) 式 得 证 。 


需要 指出 ,L 和 M 的 三 对 称 性 对 于 建立 与 边 值 问题 对 应 的 变 
分 原理 是 非常 重要 的 。 正 如 弹性 力学 中 一 样 ; 如 果 应 力 与 应 变 之 
间 的 弹性 本 构 关 系 中 刚度 与 柔 度 张 量 不 具有 三 对 称 性 。 则 不 全 能 
建立 最 小 势能 原理 与 最 小 余 能 原理 。 关于 这 一 问题 的 论述 可 见 
[7,8,11,12], 

下 面 对 服从 经 典 塑性 律 ( 即 (9.3.1) 与 (9.3.7)) 的 佬 料 建立 率 执 
函数 栈 和 率 余 势 函数 W: 


WW = zd:L:d -== 2 Lebcnd sdep 


Wm Mi:t — Maneps 34co {9.3.9) 


和 草 用 (9.3.9) 可 将 本 构 方 程 (9.3.7) 和 (9.3.1) 分 别 写 为 ; 


_ OW Ts OW 
1 = 一 
oa 。 8， 


二 二 站 站 二 


d= fe or (9.3.10) 


or 


dt B48 


利用 (9.3.10) 就 可 以 建立 和 应 的 “ 率 人 问题 * 的 变 分 原理 。 

Hill 在 [91 中 讨论 了 客观 应 力 率 的 不 同 选择 。 我 们 先 来 求 
Cauchy 应 力 t 与 Kirchhoff 应 力 t 的 Jaumann 导数 之 间 的 关 
系 。 利 用 Jaumann 导数 的 定 闵 (5.2.41) 式 及 (9.1.22) ,可 得 

tti—w. ttrw—= (ttt (dd — wtt lt:w 
一 了 UL 一 WwW tt tt: w)+ td) 
“一 jt 十 tptd) 
故 
i 7 (C(t Ad)) (9.3.11) 
将 (9.3.72) 代 人 (9.3.11) ,得 到 
t 一 了 (L:d — Hl:d) =—L:d 


式 中 
L=£ (Ltl) 
[i 


FABeL a Li (LscD _. 238cD) 
po * 


显然 上 45c? 不 满足 三 对 称 性 中 的 第 三 种 , 即 上 sacn 所 万 coypg， 也 
就 是 说 Cauchy 应 为 移 Jaumann 导数 上 与 变形 率 晶 之 间 本 构 美 
系 中 的 柔 度 张 量 及 刚度 张 量 不 生 有 三 对 称 性 。 因 此 若 采 用 Cauchy 
应 力 的 “Jaumann 导数 作为 客观 应 力 率 ， 则 无 法 找到 满足 象 
(9.3.10) 那样 关系 忒 的 率 势 与 率 余 势 沙 数 ， 因 而 也 不 能 建立 相应 
的 变 分 原理 。 究 其 原因 ,在 于 (4.8.15) 式 变形 功率 ww 二 t:d,t 与 
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d 构成 一 对 广义 力 与 广义 速率 。 
§ 9.1 与 $9.2 均 为 本 节 的 特例 ,$9.1 相当 于 让 一 而 5$9.2 神 
当 于 县 一 5o 


59.4” 非 经 典 塑 性 本 构 关 系 


研究 非 经 典 塑 狂 本 均 理 论 的 必要 狂 已 在 本 章 最 开头 就 论 及 。 
此 外 , 变形 局 部 化 ( 闯 缩 ) 间 题 与 稳定 问题 的 研究 表明 五 流动 理 索 
反而 不 如 J 形变 理论 更 符合 于 试验 结果 。 这 就 推动 了 人 们 去 研 
究 非 经 典 的 塑性 本 构 汽 系 。 


一 、 低 弹性 上 形变 理论 

Stiren 与 Rice!®l, Needleman 与 Tverganrdc A Hutchin- 
son 与 Nealec 提出 了 有 限 变形 情况 下 的 各 向 同性 J 形变 理论 
的 方案 。 St6ren 与 Rice 讨论 的 是 刚 塑 性 材料 ,而 Needleman 与 
Tvergaard 则 补充 考 虚 了 弹性 效应 。 它 们 的 变形 律 玫 属 于 低 弹 性 
类 型 ,而 Hutchinson 与 Neale 的 方案 则 为 超 弹 性 类 型 。 在 其 
些 条 忻 下 低 弹 性 方案 与 十 弹性 方案 给 出 相同 的 结果 【网 下 面 的 讨 
论 )。 

低 弹 性 是 指 客 观 应 力 率 为 变形 率 的 线性 函 狼 ， 但 即时 应 力 状 
态 可 以 作为 参数 出 班 在 函数 中 【线性 苑 数 的 系 致 可 以 依 坊村 即时 
应 力 状 态 )。 Budianskybl 和 IIrpomnH 讨论 了 小 变形 情况 下 
的 形变 理论 。 下 面 介绍 Budiansky 的 工作 ,他 把 二 构 方 程 表示 
成 率 形式 。 

在 小 变形 情况 下 ， 无需 区 分 应 力 与 应 变 的 种 类 ,以 si 表示 
应 变 , oi; 表示 应 力 ， 且 只 限于 采用 策 卡 妃 举 标 。 将 小 应 变 张 量 e 
{分 量 5;;) 分 为 弹性 与 逆 姓 旺 部 分 : 

E10 二 十 二 
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+ Ls 多 gy 
By, 名 di 7 十 2G ii 
St 一 Cii (9.4.1a) 
式 中 oij 为 应 力 偏 重 。 
利用 单 向 拉 伸 试验 确定 《9-4.14) 中 的 系数 z。 在 单 疝 拉 伸 情 
?MF 3， 5 一 5E，(9.4.14) 给 出 


6 +c2o 
E 3 


天 
3 .131 1 
“一 人 5) 2 二 二 (9.4.15) | 
式 中 E, 为 单 向 拉 伸 曲线 的 补 线 模 量 , 如 图 9.4 所 示 , Es 是 的 通 
数 。 将 (9.4.15) 代 入 (9.4.14) ,得 到 塑性 应 变 
racg oii 4.le 
Bi Fi 2 (二 +) "Ff (9 4.1 ) 
如 环节 开 始 所 说 ， 形 变 悍 论 用 于 研究 某 些 问题 时 能 给 出 比 增 
量 理 论 更 合理 的 结 委 。 这 就 促使 人 人们 想到 ， 如 时 把 形变 理论 的 变 
形 律 对 时 间 求 导 获 将 得 到 什么 样 的 结果 2 为 了 得 到 这 种 微分 形式 
的 形变 悍 论 ,首先 利用 (9.4.15) 式 计算 ce : 
3{1) 一 了 (2 30 £5 
“ 2 二 2 (2) 2 可 (S 3 
L311_1 
2 og 全 到) 
式 中 ,为 切线 模 量 (图 39.4)。 对 于 一 般 应 力 决 态 ; 应 将 上 式 中 的 
0 让 为 等 效 亚 力 a, 一 (365,6112) 中 这 样 


. 3 骆 1 !) 
6 一 一 一 【一 一 一 9 过 
2 og,. “bE E, ( ) 


为 了 求 塑 性 应 变 率 ,将 (9.4.1c) 世 对 时间 = 求 导 : 


上 


图 9.4 


店 一 co da 
将 (9.4.15) 与 (9.4:2) 代 入 上 式 , 得 


,pg 2 (2 Ey 3 (2 + ) 
Bi 一 | 一 一 Ts 十 一 一 一 一 人 人 人” -一 本 (9.4.3) 
1 = Ea 之 可。 E, E, | 


以 上 是 小 变形 情况 下 的 天 形变 理论 。 

Needleman 等 将 (9.4.3) 式 推广 到 大 变形 情况 。 采用 
Kirchhoff 应 力 的 Jaumann 导数 t 和 变形 率 可 .9.4.3) 式 可 写 
成 : 


(9.4.4) 


式 中 5 为 Kirchhoff 应 力 偏 量 的 Jaumann 导数 , 1, 为 等 效 Kirch- 
hoff 应 力 , ,与 E 分 别 次 示 单 向 拉 伸 时 Kirchhoff 应 力 -对 数 
应 变 曲线 的 灾 线 模 量 和 切线 模 量 ，B, 与 Es 均 为 二 的 函数 (9.4.4) 
式 就 是 Needleman 等 "所 提出 的 本 构 关 系 。 

+ 0 + 


让 后 将 (9.4.4) 式 中 的 和 用 表示 。 由 应 力 解 时 的 定义 ; 

6 一 t— 二 LF .(t) 
对 上 式 两 端 职 Jaumann 导数 ,得 

st Ip) 
易 证 

OPAGEY A 

政 

6 一 七 一 LF (1) (9.4.50) 

ta 一 ta — Téa [ CEvcloo + fapkac) 
一 二 4rabcp| #e (9.4.58) 
此 外 ,由 户 ( 划 一 #13 对 时间 求 导 , 并 利用 (9.1.155) 得 
HO Za ipt mt 


因此 
站 可 和 站 也 天 申 


e 


将 (9.4.5) 与 (9.4.6) 代 入 (9.4.4) 并 加 上 弹性 变形 率 (9.1.134) 式 , 得 
到 
d—d+d 


-tt LF)] 


E, 3 


十 (过 一 E) 上 一 EE 3] 


二 齐 二 时 


3YrT ti .es 
一 一 ”一 一 ”一 > 志 全。 于 ,了 
(| 二 E) “eo C9.4.74) 


dis 一 ds + ds 


ma 下 | (chant Bapgec) 一 vpankcn | 22 ee 


十 二 (E 3 | (Bscéao0-tés0kac)— Bagen | 4c2 


一 一 一 4# fcp 号 ,4 了 7 
+ (2) (EE 二 ): A ( ) 


C94.7a ) 式 可 活 理 为 以 下 形式 
dt i vA + st 


— M:t (9.4.7c) 
ds = 记 [二 {Backap TT Bangac) 一 vaaben| 
十 二 stcn| £5 一 Magepie? (C9.4.74) 
式 中 vb 与 和 由 以 下 两 式 定义 ; 
wl (二 一 土 )， 即 L212 
E, E 2 E, E bs Fa 
1 (2)(1—1) (9.4.3) 
在， 2 E, EE, 


(9.4.7c ,4) 式 与 $ 9.1 中 所 介绍 的 天 变形 情况 下 放 访 动 理 论 的 本 
构 方 程 (9.1.16a,5) 在 形式 上 完全 相似 ,只 是 将 其 中 的 E， + 与 此 


分 别 换 为 ,vb 与 和 。(9.4.74 548) 成 (9.4.7c,d) 就 是 有 限 变形 情 
况 下 微分 形式 前 J], 形变 理论 。 但 秆 注意 (9.4.7c ,中 中 d 分 为 两 部 
分 之 和 , 但 己 经 不 是 按 弹 性 变形 率 与 塑性 变形 率 划 分 。 第 一 部 分 


和 1 


五 T 


弃 包 含 弹 性 变形 率 也 包含 一 部 分 塑性 变形 率 。 作 为 (9.4.7¢ ,4) 的 
陆 个 特例 : . 

(1) 在 形式 上 , 若 令 E, 一 EE， 则 由 (9.4.8),，w»w 一 »， 比 较 
(9.4.8), 与 (9.1.25),# 二 #0 这 时 (9.4.7c ,4) 就 变 成 经 上 典 的 大 变形 
情况 的 Prandti-Reuss 方程 (9.1.16) 。 

(2) 在 比例 加 载 条 件 下 ,C9.4.7¢ ,4) 式 给 出 的 变形 率 与 按 经 典 
的 (9.1.16) 式 给 出 的 结果 一 样 。 也 广 意 在 非 比 例如 载 条 件 下 , 梧 者 
给 出 的 结果 则 很 不 相同 。 


(9.4.7) 式 之 北 为 

> E, Hr _ 1 四 me 

一 二 | a i IF) Lss:d| ~—L:a 

《9.4.927 

1 AB 了 | 二 1 【84CS5D 十 身 4D8ac? 十 1 BBECD | 

一 二 Cd dp 一 Eascndco (9.4.95) 
仿 (9.1.20) 式 ,上 和 式 中 的 4 可 表示 为 
最 后 指出 几 点 : 


(1) 公式 (9.4.7) 或 (9.4.9) 属 于 低 弹性 本 构 关 系 ， 即 对 于 任意 
的 应 力 历 史 不 能 通过 本 构 关 系 对 时 间 积 分 而 得 到 应 变 和 即时 应 方 
的 关系 ,也 就 是 说 应 变 一 般 依 赖 于 加 载 路 径 。 因 此 ,应 力 和 应 变 不 
能 从 应 变 能 和 余 应 变 能 函数 导出 。 但 在 两 种 特殊 情况 下 、 上 述 本 
构 律 仿 保 持 路 径 无 关 性 : 

(i) 小 变形 ; 

(ii) 变形 主轴 杠 允 于 材料 是 固定 的 (例如 轴 对 称 问 题 ]。 


二 号 人 于。 


”在 以 上 两 种 情况 下 (9.4.7) 或 (9.49) 可 积分 为 应 力 与 度 变 之 问 
有 限 形 式 的 关系 , 即 变 为 超 弹 性 。 

(2) 注意 本 节 天 形变 理论 (9.4.4) 式 塑 性 变形 率 dy 分 成 两 
项 ,其 中 第 一 项 平行 于 s。 只 有 第 二 项 才 平 行 于 8 ， 即 与 届 服 面 正 
交 。 因 此 本 节 给 出 的 本 构 关 系 不 服从 正 交 法 则 ， 它 与 经 典 的 产 流 
动 理论 有 根本 的 区 别 。 本 池 六 形变 理论 本 询 方 程 的 微分 形式 昌 
然 符合 于 PMI, 但 是 它 的 推导 过 程 是 将 被 认为 在 理论 上 有 重大 
缺点 的 小 变形 J, 形变 理论 本 构 方程 对 时 间 求 导 的 结果 推广 六 大 
变形 情况 。 这 个 推导 过 程 是 没有 充分 道理 的 ， 但 是 结果 却 启 示人 
们 想到 :在 变形 局 部 化 问题 或 稳定 问题 中 要 得 到 与 实验 比较 相符 
的 结果 ,必须 采用 不 遵循 正 交 法 则 的 本 构 基 系 。 

(3) 由 于 (9.4.7c ,4) 的 弹 塑性 和 柔 度 张 量 M 与 (9.4.90,6) 的 
弹 塑 竹 刚 度 张 量 二 均 上 共有 三 对 称 性 ， 所 以 采用 这 种 本 构 方 程 可 以 
建立 率 边 值 问题 相应 的 变 分 原理 。 

过 去 人 们 存在 一 种 误解 。 即 认为 形变 理论 对 王 任何 非 比 鲍 加 
载 历史 部 是 不 能 使 用 的 。 但 实际 情况 并 不 完全 是 这 样 。 避 时 提出 
重新 评价 形变 理论 的 有 是 Budianpskyea 与 Hutchinsonn9。 按 经 典 
的 流动 理论 推广 到 有 和 角 点 的 屈服 面 情 况 ， 所 得 到 的 结果 同 从 形变 
理论 求 导 的 结果 有 类 似 之 处 。 Sanderst* 对 属 服 面 出 现 角 点 兽 提 
出 一 种 解释 ， 上 应力 空 间 中 每 一 平面 代表 一 种 晶体 少 移 机 制 。 平面 
的 包 络 面 构成 辕 服 面 。 当 应 力 点 在 应 力 空间 中 随 着 塑性 加 载 而 移 
动 时 ,被 磁 到 的 那些 平面 部 跟著 移动 , 末 矿 到 的 不 动 。 这 样 ， 后继 
届 服 面 就 出 现 了 角 点 。 更 引 人 注 目的 是 Stiren 与 Ricem 利 用 有 
第 点 的 届 服 面 对 本 构 方 程 (9.4.4) 所 作 的 解释 ,下 面 还 将 论述 。 

一 般 部 承认 材料 的 初始 届 服 面 是 光滑 移 。 但 经 过 硬化 以 后 忆 
服 面 是 否 仍然 光 滑 ? 是 否 存在 角 点 ?围绕 这 个 问题 已 经 进行 了 许 
多 试验 和 理论 研究 。 由 于 对 屈服 现象 所 对 应 的 约定 塑性 变形 没有 


* 和 14 = 


确切 的 定义 ,给 车 服 面 的 试验 确定 带 来 困难 。 在 理论 工作 方面 , 力 
学 作者 建 并 了 许多 模型 ,其 中 以 晶体 塑性 变形 的 物理 理论 为 基 
础 得 到 的 研究 结果 (例如 HUlF%，Hutchinson%2)， 后 继 届 服 面 均 
有 角 点 。 

以 薄 壁 简 先 拉 后 扭 为 例 { 男 9.5(e)。 备 向 癌 性 硬化 Mises 慑 
服 条 件 给 出 的 光 泌 屈服 面 如 图 3.35(8) 所 示 。 届 有 了 服 条 件 为 2 十 
3 一 gy。 应 力 点 由 心 到 4 表示 先 受 拉 伟 进 人 屈服 ， 再 爱 扭 转 由 
应 力 点 洛 光 滑 悍 服 面 的 切线 方 向 移动 。 按 经 和 典 流 动 理 论 ， 这 时 只 
产生 妥 时 弹性 变形 ,好 Ar/Ay 一 G (Ar 为 章 应 力 增 量 ,AY 为 前 
著 角 增 量 )。 但 按 形变 理论 算出 的 ATjAY 二 G。 因 此 我 们 说 , 流 
动 理论 的 本 构 关系 过 " 硬 ”, 而 形变 理论 的 本 构 关 系 过 “ 软 *。 Hut- 
chinsont 用 避 服 面 带 让 点 的 多 昂 刻 性 和 流动 理论 算出 的 结果 也 说 
明 ArjAY < G6， 更 接近 于 形变 理论 的 结果 ， 斌 验 也 证 明 的 歼 
ATIATY < Go 


图 9.5 


下 面 介绍 Stéren 与 Ricec 对 本 构 方程 (9.4.4) 的 解 笠 ， 
设 mm 为 光 请 轴 服 面 上 应 力 点 处 的 秽 范 化 法 向 “ 矢 最 ”, 师 
II CO 


sl 


深 用 各 向 问 性 硬化 Mises 轴 服 茶 件 , 则 宜 服 面 诗 线 方向 平行 于 
Kirehhoff 应 力 偏 嚼 s， 因 此 m 就 是 5 规范 化 的 结果 。 利用 上 式 
了 及 (9.1.154) ,可 得 . 


3 1 2 
m= = /mm 9,.4.11 
2 Lm 中 二 3 申 ( ) 


将 Kirchhoff 应 力 偏 误 的 Jaumann 导数 8 分 解 为 民 服 面 的 


法 向 与 切 向 分 量 ,并 分 别 记 作 {s). 与 (3)x, 如 图 9.6(e) 所 示 e 利 
用 (9.4.11) 式 ， 


(s): 一 Gm) m — (9.4.122] 
到 利用 (9.1.155) 与 (9.4.6) 式 ,可 将 上 式 写作 
(3)4 = 二 (ts)s ~ (9.4.125) 
2 te =- = 时 fe 时 
故 
(ay 一 s — (s:m)m (9.4.12¢) 


设 (9)4 与 (a)s 引 电 的 塑性 变形 率 分 别 为 <) 与 Cd)y, 出 
图 9.6(e); 并 假定 这 两 部 分 可 外 加 : 
地 = (dr), + (dr)y 
设 这 两 部 分 塑性 变形 率 分 别 为 (利用 (9.4.124) 与 (9.4.127)); 
{dr)i 一 Cs) 一 站 (s:m)m 


起 中 下 与 向 各 为 语 屋 报 面 法 向 与 切 向 的 塑 狂 硬化 考 ， 它们 部 是 
#4 的 科 料 哨 数 。 由 于 有 《中 4 的 存在 ， 塑 性 变形 率 已 经 不 是 沿 着 
局 服 耐 的 全线 方 昌 了。 将 (9.4.13) 的 两 式 相 有 ,得 到 


* 和 


下 hr 
由 于 m 是 一 偏 量 , 所 以 塑性 栾 形体 积 不 变 。 和 利用 (9.4.1258) 。 上 式 
可 写作 


， : 
由 一 工 : 了 二 (二 -Yo (9.4.144) 
下 | “ A fe “ 
全 i 
加 一 上 ， 十 (和 二 一 和 二) 关 # 9.4.148 
卉 日 bh ei 下 h 1 7 C ) 


将 上 式 同 St6regi 与 及 icerl 及 Needleman 等 上 的 六 形变 理论 
本 构 方 程 (9.4. 们 比较, 可知 (9.4. 和 9 式 相 当 于 此 多 的 率 与 六 按 忆 下 
公式 取 值 ; 


下 一 二 (二 一 二 ) 二 -二 - 二 ) (9,4.15) 


国 此 ,天 形 变 理 论 相 当 于 一 种 凡 琉 动 理论 ， 其 中 应 力 率 治 是 服 面 


Can) =- 了 (Sm Im 


dp 
站 
7 人 
入 pp lr 5 
fs 1 人 请 | -ss:m)m] 
1, 3 
0 入 
a} 
(a 
图 93.6 
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的 法 向 芬 量 卉 切 向 分 量 都 引起 塑性 变形 率 。 
若 届 服 面 有 骨 点 。 则 在 角 点 处 的 法 线 不 唯一 。 对 这 种 情况 
Koitertal 抬 角 点 同 作 许多 光滑 届 服 面 的 交点 ,并 指出 
d=— Do (sim tm (9.4.16) 


"总 ] 


式 中 ,由 于 m 为 一 偏 量 ， 


BM = tn > 0 


(9.4.16) 式 中 的 hg 表示 由 于 法 钱 为 m'” 方向 的 届 服 面 被 激活 而 
引起 的 在 mm“ 方向 的 塑性 硬化 罕 。 当 只 有 一 个 届 服 而 时 ,(9.4.16) 
式 就 导致 正 交 医 则 。 在 二 维 情况 下 荐 所 的 表示 如 图 9.6(8)。 塑 性 
变形 率 由 的 方向 可 以 沿 着 m* 与 mm” 之 向 的 任意 方向 。(9.4.16) 
式 是 高 度 非 线 福 的 方程 ,而 且 不 清楚 在 塑性 变形 过 程 由 如 何 确 定 
hss， 试验 量 测 困难 ,所 得 结果 尚 存在 争议 中 。 因 此 ,，(9.4.16) 式 目 
前 用 处 还 不 大 。 和 ntchinsopnc 采用 多 晶体 的 多 清 移 系 模 型 ， 在 
小 变形 情况 下 对 荣 一 应 变 路 径 进 行 的 计算 表明 ， 塑 性 硬化 率 很 接 
近 于 按 ;形变 理论 所 得 的 值 ( 见 (9.4.4))。 因 此 St6ren 与 及 ice 
曾 作 以 下 的 猜想 : 当 塑 性 变形 过 程 与 比例 加 载 的 休 离 不 大， 因而 
相交 于 衣 点 的 所 有 届 服 面 都 被 激活 时 ，J, 形变 理论 的 微分 形式 
( 举 形 式 ) 可 以 用 作 有 和 骨 所 的 简化 模型 。 


二 、 超 弹性 .六 形变 理论 


Hutchinson 与 Nealec 提出 了 一 个 在 大 变形 情况 下 与 路 径 
无 关 的 形变 理论 。 这 个 形变 理论 实质 上 是 非 线性 弹性 关系 ， 并 假 
设 材 料 为 各 门 同性 和 不可 压 生 。 Neale5 把 这 一 理论 推广 到 可 
压 综 材 料 。 本 节 介 绍 Neale 的 大 变形 情况 可 压 绒 材料 形变 理论 ， 
得 作 了 一 些 必 要 的 补充 。 

对 于 各 向 同性 非 线 性 弹性 同体 ，Cauchy 应 力 tt 或 Kirchboff 


s 1B+: 


应 力 的 主 方向 必 沿 着 Euier 标 架 的 方向 , 即 {n,nsn}。 材 料 的 


变形 状 坊 可 以 用 栖 对 于 荣 一 参考 构 形 的 左 伸 长 张 量 VY( 见 (2.6.16) 
式 ) 了 世 就 是 Euler 标 架 {nsn ,nn} 与 主 伸 长 比 {4,%,4} 来 描述 。 本 


此 ,本 构 关系 取决 于 Kirchhoff 应 力 的 主 分 量 tw(i 一 1;2。3) 依 
赖 于 主 仿 长 比 2(f = 1,2,3) 的 关系 式 。 


取 对 数 应 变 张 量 再 { 即 Seth 应 变 度 量 ED， 见 (2.9.38) 式 ) 
为 应 变 的 度量 ， 


H 一 王 " 一 InU 一 >， (In2)NN 一 》， HNN, 
[7 =—T) (9.4.17) 
式 中 于 二 In14。 将 旺 从 Lagrange 标 架 旋转 到 Euler 标 架 ， 则 


得 到 Euler 标 架 中 的 对 数 应 变 张 量 : 
h—=R.H.R*+~=lhnV= D7, (hl)nn 一作 Anmn 


(9.4.18) 
式 中 
一 人 一 ni 
利用 (3.4.41) 式 ,可 得 
oH dh 1 dt 
一 一 不 对 指标 取 和 》 (9.4.19) 


di at i Ar 


故 对 数 应 变 主 分 量 的 导数 等 于 变形 率 dd 在 Euler 标 架 中 的 对 角 
线 分 量 。 对 于 不 可 庄 缩 变形 ， 
112 一 1 


帮 FP 
Init+ nA ni~0 
Fl 论证 了 在 建立 弹性 及 弹 塑性 固体 的 本 构 不 等 式 时 采用 对 
419+ 


数 应 变 的 优点 。 上 文 提 到 ，Kirchho 红 应 力 t 的 主 方 向 涪 Euler 

标 架 : 故 其 在 Euler 标 架 中 的 分 解 式 〔【 见 (4.8.34] 式 )] 只 有 对 角 线 
更: 

t 一 之 rann (C9.4.20) 

类 似 于 小 变形 情况 的 J 形变 理论 ( 见 [16]， [17])}， 可 雇 写 出 大 变 

' 有形 情况 下 雇 对 数 应 变 主 分 量 t 与 Kirchhotf 应 力主 分 景 xm 表示 


的 关系 。 假 定 对 数 应 变 主 分 量 4 可 记分 解 为 弹性 部 分 (参考 (9.1.13) 
趟 ) 与 塑性 部 分 ( 埠 涝 (9.4.1c) 式 ) 之 和 |; 


h 一 he -H hy 
本 
h: — 3 让 十) 8 (9.4.21a) 
et 
人 工 二 了 中 oo RAY 
hr 一 3 二 一 二 ) so (9.4.215) 


式 中 s 为 的 偏 量 , 见 (9.1.11) 式 ， 
1 
At En 二 tn tt yy fy io) — 名 Fr 


09.4.214) 也 可 以 通过 Lagrange 标 架 的 对 数 应 变 张 量 有 H 表示 ; 
H=H+H 


H: 一 了 十 卫 the -一 = 工友 ,ftr2s) {9.4.21c} 
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式 中 为 Largrange 标 哥 Kirchhoff 应 为 { 见 (4.8.51》 式 有 
端 ), 即 把 Kirchhoff 应 力 上 从 Euler 标 架 旋转 到 Lagrange 标 架 
的 结果 。 惠 用 (9.4.203 式 ,得 到 

tmRtt RoD ONN GmD) (9.4.22) 
ss tx 的 俩 量 : 

一 RD (9.4.23) 


《3.4.21c] 在 Lagrange 标 架 Ni {9.4.218), (9.4.21 
ab 了 式 也 可 写 为 以 下 形式 ; 


上 一 上 十 1 (9.4.24 四 
2 °° 6 
lv» 各 
站 一 一 9.4.24 百 
| EB {EF A ( 2) 


式 中 ,的 含义 同 六 09.4.4) 式 中 的 Ez»; 同 前 (9.4.8) 式 。 
{9.4.24) 式 之 和 诞 汶 


二 了 1 LF) 


1 
. Ys 
fo 一 二 可 上 十 [二 这 hn] (9.4.25) 
式 中 
hitty — h 十 十 名 
引进 等 效应 旋 1 与 等 效应 变 如 : 
要 【总 | 二 
i (> se ) » 6 er A 《对 守 取 和 1】 
(9.4.25) 


式 中 


由 演 王 是 潮 


1 
表示 对 数 应 变 偏 量 的 分 量 。 在 单 向 拉 储 祖 况 下 , z. 就 是 单 向 ( 拉 介 
方向 ) Kirchhoff 应 力 ，h 就 是 单 向 对 数 应 变 。 制 线 模 量 E; 一 
tcf 有 eo 在 (9.4.24) 与 (9.4.25) 式 中 E, 与 v 均 香 解 为 1. 《或 有) 的 函 
数 。 利 用 类 似 于 [17] 中 的 推导 可 以 证 明 : 存在 应 变 能 函数 WW (5) 
与 应 变 余 能 函数 W‘(z.) 使 


有 a Bi E (9.4.2 7 了 


上 这 理论 与 HnploumaW 理论 除了 了 大 变形 与 小 变形 的 差别 
外 ,在 标 导 上 的 对 照 见 下 表 : 


此 处 标 号 研习 BIWOIITHIE3S 栋 续 
fs Ty 
《1 十 zy) 30, 
2 
3( 1 1 3 1 
E es i 1 上 1 
E ,TE 3070 ta 


将 (9.4.215) 式 对 时间 + 求 导 , 得 到 
tp MD MRR 了 (二 一 二 ) 


dt E Ar 五 At 2 


十 三 也 (=) gt 
2 de “FEF.* 


其 中 最 末 项 中 1/ EE, 的 导数 柯 用 类 局 于 (人 9.4.2) 的 推导 过 程 得 到 ( 利 
月 (9.1.15e7) 与 [9.4.9 7 


* 刘 们 丰 生 


dt \it, Es ie cs 
_1 a Lk) 2 
: 站 A 
将 此 结果 代 人 上 式 ,并 监理 后 得 到 、 
2 - dtr 
| 了 = 二 |Qa+ 1 “ 一 ”3 -aue | 
上 人 
t+ sortb sb (对 大 取 和 ) 《9.4.28) 
式 中 无 同 (9.4.8): 式 。 二 求全 (9 4 区 之 通电 
df E, TT dh ps 1 6 
dz 1 十 六 | 到 一 一 了 eA) 二 | 
(对 不 取 和 《9.4.29 
式 中 dhl di 见 (9.4.19) 式 aotty 一 开心 dd) ,9 同 (9.4.10) 式 , 即 
q: 一 J tt (9.4.10Y 


注意 到 A 只 有 对 引线 分 基 : 恒 ) 0 一 0, 当 天 = i， TEC9.4.29) 


式 右 端 末 项 (利用 (9.4.197) 
好 用 

$k) 一 二 DA) 一 3: 昌 C9.4.30) 

二 dz 站 9 | 
广 益 (9.4.28) 与 (9.4.29) 式 中 的 dhi dr 表示 对 数 应 变 分 量 的 导 
数 , 它 既 非 对 数 应 变 张 呈 蔚 的 分 量 ， 也 非 刁 的 分 量 。 这 是 因为 于 
的 分 解 式 (9.4.17) 中 的 基 和 氛 量 N 与 h 的 分 解 式 (9.4.18) 中 的 基 拓 
量 n 均 随 时 间 * 而 变化 。 同 理 , dzw/ dt 表示 Kirchhoff 应 力主 


分 总 zw) 的 导数 , 它 妓 非 Kirchhoff 应 力 导数 t 的 分 有 旦 ， 也 非 


和 二 2 


Lagrange 标 架 Kirehhoff 应 力 导 数 这。 的 分 量 * 因 为 主 的 分 解闷 
(9.4.20) 与 2078 的 分 解 式 (9.4.22) 都 涉及 变 矢量 于 与 N。 

作为 Kirchhoff 应 力主 的 客观 导数 。 Nealeaa 采用 《5.2.54》 
与 (5.2.55) 式 所 定义 的 广 半 Jaumann 导数 十: 
l R.(R*-.t.R).R*=—R. ts.R* 
. 一. tt, (9.4.31) 
为 求 EW*, 可 将 (9.4.22) 式 求 导 , 取 (3.3.47) 式 的 SS 为 EY*,e 为 NN， 
{i= ,5 为 ti， 由 (3.3.574j) 得 到 


tm 一 之 xnNN 《9.4.32a] 
式 中 . 
top — < $5; 十 Ce 一 20 有 二 《不 对 指标 取 和 和 )》 
(09.4.33) 
将 (9,4.32z) 代 人 (9,4.31), 得 
t 一 今 ， 下 (9.4.325) 
了 了 


(9.4.33) 式 中 的 985, 为 Lagrange 旋 率 Des 的 分 量 ( 见 (3.3.63 
7) 式 ): 


Ore 一 > ounNN (9.4.34) 
77 
将 (3.4.42) 式 的 065, 代 入 (9.4.33), 得 到 (不 对 指标 取 和 ): 
a dfn | 
ti 当 i = 


名 附带 指出 ; 若 取 凤 时 构 形 为 参考 构 形 ; 则 由 (3.3.4569 式 ,C5 .2 .5 抱 式 害 关 前 广 久 
Jaumann 导数 与 C5,2.41) 式 定 站 的 Jaumann 导 煞 相等 。 


» 424 + 


a 2 
fn 十 之 二 (10 一 HL 当 了 半 | (9.4.35) 
Ff nf 一 - 
由 {9.4.25) 式 ， 
FE ™ 
(fh) 
ly :1 


将 上 式 代 人 (9.4.35),, 然 后 将 (9.4.35) 代 人 (9.4.32 刀 ,得 和 


加 i FE 224 
站 n -十 = Ch -一 kdennn 
本 i 十 Yj A .一 FF 


Ta 了 ， 


tp i 一 


(9.4.36) 
利用 产 一 ln4,4 一 exp( 廊 )， 上 式 右 端 第 二 项 的 系数 可 表示 为 


222 
pop Ck 一 加 一 。 人 一 5) [sinh( 一 全] (9.4.37) 
利用 (9.4.29)， 并 注意 到 (9 4.19) 和 (9.4.30), 可 将 (9.4.3) 右 端 第 一 
项 表示 为 


可 下 五 ， 站 
-一 WT 二 a a __ 了 本 
之 遍 i Eo pls Fe 
一 上 二 SCT | nn 
Fs - . [| 
E, 
r= -“-- 一 -一 十 | | 一 J :qd| 
| 1 — 2», Fd) 了 
di nn 9.4.38 
一 二 J 之 ei ‘ > 


fi 


特 (9.4.37) 与 (93.4.38) 代 入 (9.4.36) ,得 到 
Vs 1 。 
了 LPGd) 一 了 es:d | 


to | a+ 
* lt 1 


全 加 小 最 


1 十 同人 入 
于 
(9.4.39) 


令 所 为 具有 三 对 称心 的 四 阶 张 量 ， 且 其 非 筹 分 量 只 有 "前 切 顶 ， 
例如 : 


~ # 名 tan 一 py [和 一 hycsch 人 一 性 ) -一 1] 
Qu 一 四 [hh)csch (一 太一 1 (9.440) 


QO (929, — LA 一 生 )csch { 六 一 6) 一 1] 


(9.4. . 
唱 人 9.4.397 可 写作 : ~ 
t 一 > | ， | 
十 », 
a 世 
A 1 十 了 [二 (BaBi 十 8,1674) 二 一 一 BB 
1 
一 了 Sus 于 总 0 jw (9.4.41) 


(9.4.41) 式 是 Kirehhoff 应 力 t 的 广义 Jaumann 导数 二 与 
变形 雍 dd 间 的 关系 。 or 导 控 (5.2.41) 式 定 你 的 Kirchhott 
应 力 t 的 Jaumann 导数 t， | 


t—i—w.-.tT+t.w (9.4.31) 

与 变形 率 届 间 的 关系 。 将 (9.4.31) 的 t 与 前 9.4。 5 的 相关， 人 
到 它们 的 差 : ' 1 

i 


1 
—- 


直 瞪 必 日 


利用 (3.4.75) 与 (9.4.20) 式 ,上 式 可 写作 
。 a 一 下 
在 一 二 一 之 (ep 一 10n) 1 下 7 dipnn 


将 (9.4.41) 式 的 代入 ,可 得 


。 E. 
i d+ » IF(d)— Lss:dt Q:a | 
* 1 Ds 1 一 2y; 如， 


E, 


上 1 
， 一 一 《56 BBr) 十 + .8 
。 3 人 
1 ， 
a SDKRD 下 Ooi ja C9.4.41) 


式 中 
Qinwm 一 工 [CaO— Acoth (A— 7)—1] 
2 1 2 1 | 


0 一 上 [一 有 coth (一 有 一 上 (9.440) 
人 2 1 8 1 E 


Ons 一 二 [CF — A)coth ti —#)—1] 
2 了 号 2 3 


注意 (9.4.41)' 主 与 (9.4.41)t 之 差别 只 在 于 Q 的 分 量 表 达 式 《9.4. 
407' 与 (9.4.40) 不 同 。 (9. 和 4.40) 式 中 QQ 的 各 分 员 恒 为 负 值 ， 而 
《9.4.407 式 中 各 分 量 则 恒 为 正 值 。 

将 工 述 起 弹性 J, 形变 理论 的 49.4.417 式 与 低 弹 性 六 形变 理论 
的 (9.4.9) 式 进行 比较 ;可见 (9.4.41)' 中 允 出 省 及 的 项 。 正 是 由 于 
这 些 多 出 的 项 使 得 本 构 方 程 (9.4.41)” 可 以 对 时 间 进 行 积分 而 得 
到 应 力 与 应 变 间 的 有 限 关 系 式 (9.4.24)。 但 是 在 以 下 两 种 情况 
(9.4.417 与 (9.4.9) 两 种 本 构 关系 的 差别 ( 即 合 Q 的 项 ) 消 失 : 

(1) 小 变形 情况 。 此 时 (9.4.40》 式 日 的 分 量 值 为 高 次 小 量 。 

《2) 应 变 主 轴 相 对 于 材料 处 旋转 。 这 时 (9.4.41》 式 中 的 


时 寺 才 二 


台 otnetkno 为 雪 。 

但 是 在 大 变 形 情 况且 应 变 主轴 相对 于 材料 发 生 旋 转 时 ， 两 如 
本 构 关 系 将 有 差别 。 按 超 弹 性 ;形变 理论 (9.4.41} 式 给 出 的 鼎 肘 
剪 切 刚度 更 大 ,因为 (9.4.40) 中 QQ 各 分 量 为 正 值 。 


三 、 吧 角 点 理论 


Christofferson 和 Hutchinsone7 探 册 了 一 种 后 缀 屈服 面具 
有 和 角 点 的 塑 狂 理论 , 即 天 和 点 理论 。 他 们 设 屈 服 面 汐 一 锥 面 ， 且 
具有 一 对 称 轴 加 图 9.7 所 水。 角 点 ( 即 当 前 应 力 点 ] 附 近 的 区 域 被 


分 为 三 部 分 。 应 力 率 上 与 轴 的 夹 角 用 8 表示。 9 可 作为 偏离 比例 
加 载 程度 的 度量 。 当 6 所 8。 时 称 为 全 加 载 。 这 时 的 塑性 变形 率 
由 被 取 为 与 形变 理论 给 出 的 结果 一 样 。 车 6 > 9 则 为 弹性 印 
载 。 对 于 9 护 9 二 8, 的 过 渡 区 ，[27] 给 出 的 本 构 关系 保证 计算 
出 的 塑性 变形 率 在 8 一 9。 与 9. 两 处 连续 。 对 于 这 个 引起 人 们 兴 
趣 的 唯 象 的 本 构 模 型 ， 从 物理 上 可 以 这 样 理解 : 第 点 代表 对 应 于 
许多 滑 移 机 制 的 届 服 面 的 交点 。 不 同方 向 的 应 力 率 可 能 使 其 中 全 
部 或 一 部 分 滑 移 机 制 起 作用 ,也 可 能 所 有 的 滑 移 机 制 都 不 开动 ,分 
别 对 应 于 金 加 载 .过 渡 区 或 弹性 印 载 的 情况 。 在 图 9.5 给 出 的 例子 


二 给 兴 六 曙 


中 ， 招 转 时 的 应 力 率 方 向 正 妈 于 过 渡 区 。 对 于 接近 比例 款 载 的 情 
况 , 用 J, 站 点 理论 得 到 的 结果 与 J 形变 理论 一 致 。 前 述 的 低 弹 性 
与 超 弹 性 1 形 滨 理 沦 均 汶 J 角 点 理论 的 特例 。 


四 、 压 力 敏 感 屈服 及 塑性 绞 腾 模型 

在 食 弄 三 能 岩石 材 半 科 蜂 粒状 材料 (如 土 玩 ) 中 ， 静 关于 为 对 
慑 服 条 性 有 影响 ， 并 皇 尝 性 变形 往往 伴随 涯 体积 变化 。 以 岩 土 材 
料 在 三 轴 均 压 下 受 册 切 的 试验 为 例 , 如 图 9.8(a) 护 示 。 静 水 应 力 
5 以 压 为 正 , 体 积 应 变 5, 以 际 胀 为 正 。 在 应 力 状态 点 4 处 ， 有 慑 服 
面 切 线 的 疼 率 用 产 表 示 ， 如 图 9.8tLb) 所 示 。 当 应 力 率 拓 量 说 AP 
方向 时 ，dr > gdg， 此 时 为 塑性 加 载 ; 当 应 力 率 矢 量 沿 AEB 方向 
时 ,dr < pdg， 此 时 为 弹性 名 载 。 因 此 ， 科 料 基 和 否 继 续 届 服 不 仪 
与 df 而 且 与 dg 有 关 。 此 外 pnde 好 人 怕 机 械 运 动 路 鸭 摩 擦 力 ( 指 


be 


(a) (b) 


$s 砸 2 


量 大 摩擦 力 ), do 相当 正 压 力 。 仅 当 接 和 触 面 之 疗 的 作用 力 ( 此 处 相 
当 “7) 估 村 摩 宗 力 叶 才 能 请 动 (1 处 为 生 新 的 塑性 变形 。， 到 材料 
微 结构 中 的 谱 移 )。 因 此 , 闫 称 罗 内 摩 控 系数 。 i 
前 应 变 增 量 dy 可 分 为 弹劾 性 两 部 分 : 

dy 一 守 + ay (9.4.42) 

用 ee, 表示 伴随 daty 的 体积 能 县， 设 
dre, — Bd?ry (9.4.43) 

8 称 为 脱 胀 因子 。 塑性 前 切 变形 引起 体积 村 了 胀 的 现象 可 以 解释 
为 ,由 于 接触 而 粗糙 , 剪 切 变 形 后 接触 面 韶 的 距离 加 大 所 致 ， 由 图 
9.9 示意 。 上 和 站 均 为 材料 常数 。 总 体积 应 弛 增 盟 可 写 为 弹 \ 塑 性 
两 部 分 之 和 


de 一 一 和 dre, (9.4.44Y) 


其 中 天 为 弹性 体积 横 量 ， 1/K 一 3(1 一 22)75。 在 静水 压 不 变 
Ag 一 0) 的 条 件 下 得 到 的 材料 剪 切 曲 线 如 图 9.10 所 示 。 
洛 以 ,表示 逆 性 硬化 模 量 , 则 


+* 430 4 


(9.4.45) 


上 式 代 入 (9.4.42), 有 


dl ll (9.4.46) 
dr {Tp LE Gp 


者 试验 时 do 当 0， 则 (9.4.45) 式 中 的 dr 应 改 为 有 效 前 应 力 增 营 
dz 一 pda。， 即 


dry 一 让 (dr -一 pdo) (9.4,47} 
将 (9.4.47) 代 大 (9.4.42): 
Lar ge ds 
A + (dr — nda) (9.4.48) 
利用 (9.4.47) 和 (9.4.43),(9.4.44) 式 可 写 汐 
de 一 — 人 十 在 (dr — pda) z (9.4.49) 
或 将 以 上 两 式 写 为 率 形式 : 
7 一 二 十 友 - (Ee — pd) 


疗 pp ,. > (9.4.50) 
6, i (Cz 四 
天 十 已 £3) 


(9.4.50) 为 均 压 圳 议 团 情况 下 的 本 构 关系 。 


43 二 


其 中 

之 0 时 , 塑 柱 加 苯 

三 时 ,弹性 钟 载 

将 (9.4.50) 推广 到 一 般 应 力 状 态 ，Rudnicki 和 Riceca 给 出 了 一 
个 修正 的 瑚 流动 理论 方案 。 在 这 个 方案 中 , 他 们 假设 各 向 回 性 硬 
化 :并 且 屈 服 面 是 光 请 的 ,但 允许 塑性 变形 率 与 屈服 面 非 正 交 。 采 
用 Cauchy 应 力 t, 2 和 Te 分 别 为 在 的 等 效应 力 和 等 效 剪 应力 ， 


“LF2 
Te 一 (二 tii ) 一 上 ie (9.4.31) 
2 ~/ 3 


一 


描写 形状 变化 的 (9.4.50) 式 推广 为 


和 1 1 3 
2d 一 一 8 十 一 |:t t 
5 7 + SF) | 


Cr TT 


PF 1 1 1 1 2 
2 mm -一 - 十 一 一 - ”一 8 | 二 a ep 上 1 | 
地 四 3 G, zc 过 量 27 本 站 五 5 写 


(9.4.520) 
式 中 
可 一 一 TIF, (d), dy 一 了 ”一 aad 
描写 体积 变 尼 的 (9.4.50); 去 推 广 为 


= FE 
FD TE [it 


入 一 二 p4 十 二 2 Heoter 十 | (9.4.525) 
由 必 


以 上 (9.4.524, 上 5) 两 式 相 加 ,得 


qd 一 出 十 二 Id) 一 [二 + (二 二 和 Dj 
! 


十 - [| 二 h(t} 十 € (i 十 = nD)| 


+ 432 ， 


dn = dy + Bs 一 | Hoe» 七 HH Pogon] xD 一 Ma scpte? 


9.4.531 
其 中 变形 率 的 弹性 部 分 下 与 (9.1.13) 式 的 差别 只 在 于 将 Kirchhonfi 
应 力 t 改 咸 了 Cauchy 应 力 变形 率 的 塑 福 部 分 d? 涉及 的 总 ， 
P, 心 合作 为 : 
HG, 


P~Y3sr2L Ban — C3 tnt Bb 


此 


V3 pe 9.4.54) 
oe i 
Zi 了 


Q—Y3 stol, 他 cp 一 


由 平行 于 中 的 方向 , 妇 沿 着 局 服 面 外 突 线 方向 : 


OF aF 
QO Bt” 人 ep = DicD 
式 中 下 未 示 届 溉 溺 炎 。 尼 上 服 条 性 可 和 在 示 为 
FL) 一 已 max 《9.4.55? 


故 
Fa=Qit— 人 OQ:t 


全 党 当当 下 


一 Geo(Dc2 一 Geotca 一 一 -5 十 于 nt 《9.4.56] 


V3 


(9.4.53) 式 中 的 & 取代 如 下 : 
t=1 当下 一 Fu A Qt~ Oo? 0 
a=0 当下 一 Fo BB Qt~= O00 P< 
或 当 下 一 Fu (9.4.57) 
将 (3.4.53) 用 于 单 回 拉 健 可 以 得 到 
证 一 3 全 -- 十 ) 6 + 三 ) 6 十 广 ) (9.4.58) 
(9.4.53》 认 是 Rudnicki 与 Ricet9 给 出 的 考虑 内 摩擦 和 陪 胀 塑性 
的 一 种 本 构 模 型 。 

现在 进行 几 扣 讨论 : 

《1) 由 于 落 虑 内 摩 六 (as 关 伸 及 塑 钼 体 识 及 朋 (8 关 0 县 
一 般 pg 半 P， 所 以 (9.4.53) 式 的 瞬时 柔 度 张 晤 怖 的 分 量 Mxacn 内 
去 了 4，B<*->C，D 的 对 称 性 。 因此 ， 串 使 在 本 构 天 系 中 改 用 
Kirchhoff 应 力 t， 仍 然 不 能 建立 相应 的 变 分 原理 。 

(2) 当 记 二 (0 时 ,PP 一 克 ， 这 时 dt 与 屈服 面 正 奖 ， 
在 图 9.8tb) 中 ,总 塑性 应 变 瑞 量 与 届 服 面 苇 线 刁 站。 当 8 王 一 
0 时, 内 要 将 Cauchy 诬 力 芋 换 为 Kirchhoff 访 力 t, (9.4,53) 识 
蛮 沪 类 变形 情况 的 Prandtl-Reuss 方程 (9.1.16)。 

(3) 当 材 料 的 了 值 很 小 《例如 高 强度 马 氏 休 钢 ~ 0.05， 
Bp 必 庄 站 3。 以 殖 在 49.4.547 陈 中 可 也 上 略 去 时 材料 的 行为 满足 塑 
性 不 可 压 综 ,但 仍然 不 满足 正 交 法 则 。 

Rudnicki 与 Rice 在 [28] 中 还 给 出 了 一 个 J; 形 谈 理论 类 型 的 
本 构 律 方案 。 在 这 个 方案 中 著 虑 了 应 力 率 沿 三 服 面 团 乎 面 的 分 量 
对 塑性 变形 的 影响 ， l 
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1 , a 1 「 。 “a 
dP :站 十 一- — | 
Q a “ 


fe 


1 
F 1 让 icD 十 -一 | -一 | 9 .4.39 
di 百 4 人 ep 7 5 AB™— 7 二 C 》 


这 相当 于 模拟 忆 服 面 有 基点 的 情况 。 单 向 拉 仲 对， 上 陈 右 问 的 
[……] 一 0 所 以 二 需要 通过 共 它 简单 加 载 试验 (如 单 妈 ) 人 确定 。 


五 、 空 穴 增 长 异型 

通常 认为 ， 亏 性 金属 由 很 大 的 塑性 变形 导 至 空 穴 的 形 核 与 长 
大 。 Gursonc3l 对 于 多 和 孔 的 弹 塑 性 体 建 立 了 考虑 这 种 机 制 的 连续 
介质 模型 。 这 个 楼 型 的 特点 是 考虑 凡 张 塑性 以 及 屈服 妆 靳 于 静水 
应 力 。 在 Gurson 的 模型 中 把 空洞 -基体 集合 当 作 一 个 均匀 的 各 
向 同性 的 空心 球 ， 栎 为 构 元 。 了 表示 空 润 在 构 元 中 所 占 的 体积 比 
分 。 假 设 基体 为 区 塑性 材料 ， 通 过 刚 塑 性 极限 分 析 可 确定 这 一 单 
独 构 元 的 力学 行为 。 !293] 中 求 用 的 省 多 恨 让 昌 然 届 经 过 严格 证 
明 ， 但 都 是 牺 理 上 可 以 理解 的 。 Gurson 盆 定 县 妥 条 竹 为 如 下 形 
zh: 

1 EE 4 攻 4 有 
Flit, ty,1) 一 人 ) 十 2 cosh (人 一 | 一 一 了 一 让 
(9.4.60) 


其 中 tt 是 宏观 Cauchy 应 力 { 则 按 和 包括 空洞 在 内 的 单位 面积 折 
算 )。1, 为 之 等 北 应 力 ，ity 是 基体 材料 的 拉 伸 流动 强度 。 式 中 
党 二 项 表明 ， 由 于 著 虑 空洞 静 水 应 力 对 贺 服 有 影响 , 当 了 一 0 时 ， 
上 和 式 作为 Mises 届 服 和 条件 。 Needleman 和 Rice6o 曾 说 明 , 对 于 
上 述 构 元 ,塑性 变形 率 应 满足 
,APF jo 

Ge 一色 rr das A re (9.4.61) 

共 中 由 为 待定 的 流动 因子 。 


3 


浊 设 宏 关 帮 区 诗 与 微观 耗 敬 诗 祖 等 ,到 
[1 一 Ff ivd? 一 82 (9.4.62) 
其 中 d# 为 基体 材料 的 等 效 闻 性 变形 率 { 下 标 。 家 示 “ 等 浇 ")。 显 
然 、 
d? 一 - 


其 中 总 为 基体 材料 的 瞬时 塑性 移 辟 ， 
1 1 LL (9.4.64) 


只 要 注意 到 (9.4.62) 式 右 竟 表示 则 时 构 形 中 每 单位 体 惧 构 元 的 塑 
性 变形 功率 ， 而 左 河 代表 该 单位 体积 构 花 中 所 含 基 体 宰 料 的 塑性 
变形 功率 ,加 {3.4.62) 式 的 成 立 是 显然 的 。 将 (9.4.63) 代 人 (9.4.62) 
可 得 基体 材料 的 硬化 规律 : 
| ly 一 54 (9.4.65) 
上 式 接 变形 历史 积分 ,就 可 得 到 和 任意 时 刻 的 ty。 
塑性 变形 过 程 中 空洞 体积 比分 地 的 变化 由 已 经 存在 的 空洞 的 
长 大 和 新 空 穴 的 形 核 两 种 原因 造成 。 在 金 镶 中 ， 微 裂纹 和 卖 杂 的 
脱 开 古 主 要 的 形 核 源 。 按 照 [30] 、 
j= (Fowih t+ CF) suetostion (9.4.66) 
(prowm 一 《1 — Fd) = 1 — Nd (9.4,67) 


(Ff) ueleaiion “一 Aiy 十 旦 £1) 


-ty {9.4.53) 


一 Aiy+B = (152489， (9.4.68) 


让 我 们 分 析 {9.4.67) 式 的 含意 : ”考虑 参考 构 形 中 体积 为 的 
罗 元 ;变形 后 体积 为 了 (这 谣 是 体积 比 了 的 定义 ), 其 中 空 润 体积 为 
JJ 假设 构 元 体积 的 变化 完全 是 由 空洞 体 积 的 变化 造成 【 格 赤 基 
体 的 体积 变化 )* 即 


吊 二 3 


人 = 


吉 号 省 


—(1—/) 二 (9.4.67) 


由 《3.2.12), 了 1 一 (dd), 它 表示 出 有 时 构 形 :每 六 位 体积 的 体积 
变形 素 。 由 于 Gurson 假设 刚 塑 性, 记 芒 GT) 一 9， 1(d)= 
天 (gd 一 jj]， 代 和 人 (9.4.67) 就 得 到 (9.4.67) 式 的 结果 四 。 
(9.4.68) 式 中 4 和 日 的 具体 函数 形式 视 形 核 机 制 而 定 。 ， 
右 端 第 一 ,二 项 分 别 表 示 材 料 内 部 由 于 基体 森 料 硬化 (以 本 
和 三 轴 均 拉 部 分 (y(t)》 瑞 加 所 引起 空洞 形 核 。 
以 下 利用 一 到 性 条 件 一 0 确定 流动 因子 AA: 由 (9.4.60) 式 ， 


一 狐 性 条 人 媳 可 写 为 : 
» OF OF. I y 
Fo :二 十 Gy jy 习 一 {9,4.69) 
以 下 证明 
BF .OF 
ar Tor: (9) 
将 “看 人 二 的 函数 ,不 难 由 19.4.60) 式 求 出 
BF 3 了 Mn 
2 3 十 二 sim GG) (的 
长 ， 一” == tt 一 -二 ! FO) +. -一 人 ee) 


出 Cb) ,(c) 队 式 可 知 !， 与- 5 均 为 对 称 张 量 。 由 Jaumann 
导数 的 总 名 ,并 注意 到 3 的 对 称 性 ,有 


gF : 
0F ,0 让 Www 
Bt Bt ‘(tw't+t.w) 


心眼 设 新 空洞 的 形 壤 ( 例如 夹杂 脱 开 2 水 造成 宏 疯 体积 变化 3 均 C9.4。 67 式 中 
上 应 下 解 海 【un tbs - - 


二 砷 四 了 和 


mm a :tt 十 25 -tw (a) 
显然 
HF, ,,. oF 2 
ET (tt. w) tt 5 w= 人 0 (e) 


上 式 第 一 个 等 号 是 因为 二 与 2 对 称 ， 第 二 个 等 号 则 由 于 


(t- SE) 对 称 以 及 w 反对 称 。 将 (ce) 代 和 人 (四则 得 到 (a) 式 。 利 用 
(9) ,-- 致 性 条 人 性 {9.4.69》 式 又 可 写 为 : 


OF sco , OF, dP, 
Pies ?+ Be 十 37 (9.4.69) 
将 (9.4.66} 一 09.4.68) 代 大工 忒 ,有 
BF 7 ,HF BF [ri 
tt 1G DN Fdr) 十 4 
十 如 pF (| 一 0 (9.4.70) 
由 于 ZCt) 一 Ft), 并 和 用 (9.4.65), 上 起 可 整理 为 : 
HF p oF | 站 4 
(z+ 下 Of 号 tcpj 二 | 到 4 Dé 
五 aF 48 
ts (a9 + ee): EE 一 0 (9.4.71) 


表 利 用 (9.4.61), 并 引入 记号 6; 


A [8 np HH /ar 
“ | (1 Dé +t 【1 CO— ry 4 本 


oF | OF 
十 5 | 计 亏 (9.4.72) 


则 由 (9.4.71) 得 


» 439 -> 


| 5P OFB 
GS 1 in Bf 3 
将 上 式 带 回 (9.4.51), 有 


dss = OF (oF or 了 en) ten (9.4.74) 


站 = gc xcp (9.4,73) 


G OF‘\ 61? 
{9.4.74) 式 就 是 由 Gurson 计 弄 导出 的 非 经 典 本 内 关系 。 将 该 式 
与 上 节 中 腾 胀 塑性 利 压力 敏感 慰 服 模型 的 结果 (9.4.53) 式 对 比 器 
会 发 现 , 只 要 令 

OF DF dF B 

pry Ps, BecD BF 3 8&cp 一 一 Gcp 
则 这 两 个 不 构 律 是 十 分 类 似 的 。 若 不 考虑 空 穴 , 风 1 三 0 参数 # 
不 再 出 现在 屎 了 服 前 数 F 中 ,或 职 B = 0， 即 不 著 虚 三 轴 应 力 对 空 
洞 形 核 约 影响 , 则 ! Bs Os 一 BF O28, 这 时 (9.4.74) 又 退化 
为 经 典 的 本 构 律 。 

本 构 理 论 的 研究 在 本 世纪 四 十 至 五 十 年 从 曾经 出 现 过 部 潮 ， 

但 以 后 叉 转 入 低潮 ， 最 近 又 重新 活跃 起 来 。 在 普通 工程 问题 中 往 
往 存 在 采用 不 同 本 构 关系 所 得 结果 区 别 不 大 的 情况 ,特别 是 偏离 
比例 加 载 不 大 的 问题 。 但 是 ， 匠 些 则 题 ,如 绝 缩 、 炎 稳 和 循环 塑性 
等 ,对 本 构 模 型 十 分 敏感 。 正 是 这 些 问 题 的 研究 推动 了 大 变形 弹 
塑性 本 构 理 论 的 发 展 ， 反 过 来 它们 义 是 鉴别 一 个 本 构 理论 的 正 兢 
性 和 适用 性 的 重要 标准 。 


3953 含 内 变量 的 塑性 变形 理论 
一 、 损 伤 力学 的 方法 


Eb 


损伤 力学 认为 ,材料 内 部 存在 着 连续 分 布 的 缺陷 ,如 位 错 、 空 
洞 等 ， 这 些 缺陷 统称 为 损伤 。 损 伤 力 学 就 是 研究 在 各 科 加 载 条 件 
下 (塑性 .里 变 , 羔 汐 等 ) 槐 体 中 损伤 随 着 变形 而 发 展 并 最 终 导 致 破 


= 3 = 


坏 的 这 二 "I 世 律 。 栅 窗 力 字 的 研究 方法 可 分 为 两 大 类 : 

(1) 和 乌 观 (或 弛 观 ) 方法 这 种 方法 是 根据 材料 的 微观 成 分 
(如 基体 , 颗 笨 , 空 酒 ] 单 狐 的 力学 行为 以 及 它们 之 河 的 相互 作用 来 
建立 宏观 的 本 构 关 系 。$9.4 五 "中 介绍 的 Gurson 的 工作 吕 为 一 
例 。 这 和 方法 的 主要 困难 芷 从 下 向 硕 的 微观 衬 料 需要 经 过 许多 简 
化 假设 才能 过 渡 到 宏观 的 绚 质 材料 。 训 县 人 们 对 寺 微 观 成 分 本 身 
的 了 解 还 和 不够 充分 。 

(2) 宏观 方法 它 虽 然 需 要 微观 模型 的 内 发 ， 但 是 并 不 需要 
直接 从 微观 机 制导 出 宏观 量 之 间 的 理论 关系 式 。 而 只 有 要求 所 建 辽 
的 模型 雇 及 由 模型 导出 的 推论 与 实 蔡 相 符 。 本 节 所 介绍 的 属于 第 
二 种 方法 。 采 用 这 种 方法 的 理论 也 是 形 形 鱼 鱼 和 名 不 相同 和 的。 这 注 
面 的 研究 工作 正在 发 展 ,还 不 成 熟 。 宏 观 方法 的 共同 短 点 是 引入 棉 
伤 参 数 作 为 本 构 关 系 让 的 内 灾 项 。 不 同 的 研究 省 采用 不 同 的 损伤 
参数 。 KadanogSt，Pagdoraopgt3 Lemaitre 与 Chaboche®l, West- 
lund390 等 选用 的 损 从 参数 是 和 有 北面 积 减 缩 相 联 系 的 ， Rous- 
seliert 所 选用 的 损伤 参数 与 质量 密谋 有 关 ;ii Dragon 与 Mroz 人 9 
风 选 用 微 裂纹 密度 。 大 部 分 年 者 选用 的 损伤 参数 是 标量 ， 即 假定 
材料 的 损伤 是 各 同 同性 的 。 Leckie 与 Onats7， Murakami 与 
伺 hnoti，Cordebois 与 Sidoroff592 等 建议 采用 张 量 来 撞 述 损 侯 。 


二 、 内 变量 的 概念 


损 笑 力学 的 理论 是 在 若 塌 内 变 基 的 塑性 本 构 理 论 的 和 框架 内 建 
立 起 来 的 。 我 们 首先 以 两 个 滴 例 说 明 什 么 是 内 变量 。 

例 1 图 393.11 霄 示 一 个 线 弹 壮 与 糊 亚 朵 联 的 系统 〔(Mazwel[ 
模型 )。 和 炸 壹 是 一 个 率 相 关 的 阻尼 元 忻 。 用 5., ss 和 = 分 别 表示 
弹 自 、 烙 发 种 系统 的 总 变形 , 则 & 二 5 十 5。， 系 统 所 受 的 应 力 可 
我 未 为 

: og == Et. = E{(s— 6,) .9,5.1) 
en ER 


图 3.11 


由 式 (9.35.1) 可 见 , 给 定 不 能 算出 e。 如 8 和 og 之 间 没 有 一 一 对 应 
的 关系 。 对 于 一 定 的 5， 视 5 值 的 不 同 g 可 以 很 大 也 可 以 为 寒 。 
而 烙 带 变形 e, 与 整个 加 载 历 史 有 关 , 这 就 使 得 本 构 关 系 {9.5.1 也 
与 历史 有 关 。 但 全 部 历史 对 ga ~ 闻 本 构 关 系 的 影响 只 表现 在 
5 的 即时 值 上 。 我 们 称 8, 这样 的 盟 为 内 变量 。 只 要 已 知 6 的 
值 ,oe 和 的 即时 值 蚊 可 以 和 所 确定 。 用 上 表示 粘性 系数 , 则 

dE, 

有 
由 C9.5.1)、(9.5.2) 消 去 8,， 有 


dr Es dE{ 0 ) 
dz Ar 好 ‘Lf 


= Hg (9.5.2) 


县 
S++ Eng = EE C0.5.3) 


由 于 (9.5,3) 对 5 和 是 非 齐 次 的 ， 改 属于 率 相 关 情 况 。 以 下 租 举 
一 个 率 无 关 的 例子 。 


一 


图 9。12 


例 2 图 9.12 表示 线 弹 希 与 请 快 串联 的 系 绕 。 滑 块 与 导轨 后 
存在 着 带 有 -全 化 "的 库伦 摩 护 。 弹 蓝 变 形 和 系 绕 总 变形 翁 以 & 和 
6 表示 。 了 于 表示 在 总 变形 中 国 于 滑动 销 动 引 超 的 部 分 ， 冯 E 吓 

* 4 


图 9.13 


十 7， 显然 
sg— Ee.—~ Ele—) (9.5.4) 
gy 表示 最 小 摩擦 力 ,摩擦 力 gj 随 着 滑动 量 了 而 线性 增长 ， 
a = oy El, Er Et Er (9.5.5) 


秃 载 时 滑 瑞 不 动 。(9.5.4) 式 岩 朋 ,应 力 应 变 关系 中 含 变量 f。 如 果 
已 知 f, 由 (9.5.4) 就 可 得 到 5 和 s 的 一 一 对 应 关系 。 全 部 变形 历史 
对 本 构 关 系 的 影响 就 表现 在 了 的 当前 值 上 ， 记 入 了 为 内 变量 。 对 
于 图 9.13 给 出 的 加 载 历史 , 各 阶段 的 内 变量 和 应 力 应 变 关系 为 : 
DA 有 段 了 一 和 T= Es : 
1 
4 了 段 了 一 To 一 o) 


Fe 


oo= E(ts—1)—ery t+ Ele— 5y) 


ss 十 于 局 


点 f— es — oy) 


sy Etes— ff) or Ees — 8r) 
BC 眉 7 一 轧 和 
Ts E(ts— fs) 
ff 成 一 有 一 无 
ec ™— Etéc — fc) ~ —op 
CD 段 ffct (0 — oc) 


t= Ets—f)—= gc Erle— ec) 
显然 ,在 蓉 上 加 载 历史 中 ， 弹 赞 - 滑 块 串 联系 统 模 所 了 线性 硬化 材 
料 的 力学 性 能 。 其 中 内 变量 了 的 物理 意义 就 是 塑性 应 变 ( 小 变形 ) 
因此 ,塑性 变形 本 身 实 质 上 也 可 以 看 作业 一 种 内 变量 , 它 依 赖 于 加 
载 历史 。 
考虑 一 定 质 点 六 的 一 个 邻 域 ,一 般 情况 下 ,简单 材料 的 本 构 关 
系 ( 风 (6.1.2)' 式 , 略 去 表示 质点 的 自 变量 X 不 号 ) 可 写 为 : 


tt 一 ， + (DG 4)) (9.5.6) 


有 时 能 找到 一 组 内 变量 gal)， 只 要 已 知 : 时 启 的 qa 值 惧 及 变形 
梯度 DCG) 和 温度 名 站， 换 句 话说 ,内 要 已 知 &, 了 ,8 的 即时 依 ， 
而 无 需 知 道 历史 ,就 可 以 唯一 地 确定 Cauchy 应 力 的 即时 值 t(D 
因此 tt 是 a, DD, 8 的 隙 数 ; 

HA = DN, ot) MN) (C9.5.7) 
这 里 f 表示 某 一 了 荡 数 。(9.5.7) 式 为 (9.5.6) 式 的 特例 :在 (9.5.6) 式 


中 应 力 对 运动 历史 的 依 闲 性 表现 在 泛 函 ,二 上。 而 在 (9.5.7) 则 表 


现在 内 变量 ea 作为 函数 了 的 自 变 量 的 即时 值 上 。 
通过 例 2 已 经 疯 明 ， 塑 性 变形 也 是 一 种 府 变 量 。 但 是 塑性 变 
形 是 由 位 错 得 移 等 物理 过 程 齐 成 的 ， 这 些 过 程 伴随 着 材料 内 部 结 


和 s 站 4 


梅 的 变化 。 国 此 ，K 区 rinercm'I4， 开 ratochyil 和 Dilionaa 潜 人 人 过 
择 各 种 与 位 错 掩 列 有 关 的 员 , 包括 不 周 阶 数 的 张 量 , 作为 内 变量 ， 
例如 和 亿 销 密度 、 位 错 环 密度 等 。 央 为 塑性 变形 与 这 些 结 构 状 态 参 
数 有 关 , 所 以 有 的 人 乱 尊 { 例 避 Ricert] 在 选择 后 者 作为 内 弯 量 之 
后 ， 如 不 再 选择 塑性 点 变 作为 内 变 基 了 。 琴 为 塑性 变形 是 二 述 内 
变 明 发 生变 化 的 结果 , 它 不 再 是 一 个 可 以 任意 独立 变 屁 的 内 变 明 。 
有 的 作者 仍然 同型 性 叙 形 (与 其 它 内 变量 一 起 ) 作 为 内 变 总 
之 一 ， 例如 前 述 中 以 及 Perzyna' 站 ,但 与 此 问 时 又 假定 与 最 性 到 
形 有 关 的 结构 内 变 避 的 变化 率 可 蓉 线 性 地 通过 逆 性 变形 率 表 示 。 
另外 一 些 作者 则 在 内 安 量 中 不 直 氨 外 入 塑性 变形 ， 而 把 弹性 变形 
作为 状态 变量 ， 例 旭 Halphen 和 Nguyentg 以 下 Lemaitre 与 
(ChabocherT 等 。 


三 、 刻 性 变形 的 定 光 


关于 塑性 变形 的 定义 ， 也 即 究竟 用 囊 个 量 作 为 塑性 变 形 的 府 
最, 至 今 羡 落得 到 一 致 航 看 法 。 以 下 介绍 一 种 我 们 认为 比较 合理 的 
定 余 。 在 图 9.14(e) 中 ,用 过 表示 初始 构 形 ,其 温度 以 兵 表 示 。 它 
经 过 变形 梯度 了 代表 的 变换 , 变 为 即时 构 形 -, 温度 则 由 岳 恋 为 
89。 才 用 简单 拉 位 变形 过 程 帮助 避 解 ， 琉 和 。 构 形 分 别 与 联 9.14 
(2 由 0 点 和 8B 点 所 代表 的 状态 相对 应 。 邯 虑 家 中 任 一 点 P， 线 
元 4P 以 及 PP 点 附近 的 一 个 小 邻 域 2 (物质 的 ), 在 - 构 形 中 分 别 
变 为 娟 点 ， 线 元 dp 各 邻 域 。 假 如 : 构 形 是 由 * 构 形 中 每 个 微 
元 台 都 负载 到 应 力 为 堆 同 时 温度 由 6 变 回 到 名 而 得 到 的 卸载 构 
形 ( 因 此 各 个 微 元 之 闻 变 形 可 能 不 协调 )。 这 里 假设 在 缉 吉 过 程 中 
不 产生 新 的 塑性 变形 ， 在 图 9.14(2) 中 务 载 梅 形 “ 很 当 于 状态 点 
4。 线 元 dP 在 * 构 形 中 变 为 dpxo 在 图 9.14{t) 中 尽管 实际 上 从 
B 点 印 载 还 未 到 达 4 点 之 前 已 经 开始 产生 新 的 上 反 向 塑性 变形 ， 但 
量 我 们 仍然 假定 志 为 印 载 状态 。 印 载 构 形 半 又 称 恰 强 构 形 ， 或 中 


。444 。 


(0 Cx Bo) 


间 构 形 。 
用 Dr 代表 由 腕 中 已 点 邻 域 到 上 中 pr 点 邻 域 wx 的 变换 


"+ 


了 表示 由 到 - 的 变换 ,显然 
dp = DD:: ip 一 De. (Dr? .dP) = (D:D?) + dP 
故 | 
| D—D.:Dr 四 (9.5.8) 
变形 梯度 DD 的 上 述 分 解 形式 是 由 E，H，Lee""” 首先 提出 的 。 
Clifton 则 提出 D 一 Dr? . D， 并 且 论 证 了 在 茶 些 情况 下 它 与 
(9.5.8) 式 的 等 价 性 。 实 际 上 ， 外 载 构 形 的 选择 并 不 是 唯一 的 。 我 
们 也 可 以 选择 ks， 为 印 载 构 形 ,与 ep 之 间 相 差 一 个 由 正 交 一 
景 8 代 表 的 转动 。 参 照 图 9.14(a) 显然 有 
Di 一 De .pr，PD 一 Di 有 
Di — B: Dr, D — Bp*: Dee, 
将 (9.5.9) 代 人 (09.5.8): 
D 一 DB 一 Di pp 把 一 Di De (9.5.8) 


《9.5.87》 说 明 D 的 这 种 分 解 不 是 唯一 的 ， 这 个 不 唯一 性 是 饰 载 构 
形 的 选择 不 唯一 所 造成 的 。 选择 不 同 的 和 匈 载 构 形 就 得 到 不 同 的 
也 和 Dr。 关于 如 何 浇 虑 词 载 构 形 的 选择 问题 ，。 将 于 下 面 专 门 讨 
论 ,这 里 暂时 假定 已 选择 某 一 特定 的 和 印 载 构 形 ko 

由 (2.2.35), [2.2.373。(2.5.1) (2,5.2), (2.6.15), (2,6.16), 
(2.8.4q,5) 或 (2.8.5a,5) 式 : 


(9,5.9) 


DR-.U-V.R (9.5.100) 
C 一 Dr*.D 一 U BD.Dt+mV: (9.5.108) 
E 一 二 (C 一 D， e— 土 (1—B) (9.5.11) 


宰 念 (9.5.10) 和 (9.3.11), 我 们 定义 
Dy 一 Re . Ur 一 Vc-. Re，Dr 一 Rer.Ur 一 Ver .Rr (9.5.120) 
C: 一 De* . Dr， Cr -- Dr* . De (9.5.125] 
Br 一 De- . D“*， Br 一 D， . De* (9,5,12¢) 


和 


-一 一 


F: 一 于 (Ce — 1), E? — (Cr—_D (9.5.1309) 


“—+(—B), ~ lil—B) (9.5.135) 


以 下 分 析 E 与 Er 和 Es 有 什么 关系 。 将 式 59,5.8) 代入 (9.5.10)， 
再 代 人 (9.5.117: 


E = [(D. D’)*. (DD?°)~1] 
A 一 二 [Do Da .DD + (5.14) 


{9.5.14) 减 去 (9.5.13a)3， 并 广 意 到 (3.5.125);。 有 
E— Em7D.(D*.D—D.D~D:. E: . Dr 


因此 : 
E— Dr+,.E:.D’+Er (9.5.15) 
可 风 ，E 半 启 十 Er。 Leet 主张 用 必 或 下 作为 弹性 变形 的 度 
量 , 塑 性 变形 则 直接 用 D?, 而 不 是 Er; Green 和 Naghditco00 建 
议 用 Er* 度量 塑性 变形 ， 而 弹性 变形 则 用 E 一 Er 一 Dr*. EE. 
D"。 
仿照 速度 梯度 工 的 表达 式 { 见 (3.2.5) ,{3.3.4) 式 ) 
L-D.D-di+w (9,5.16) 
也 可 娄 似 地 定 愉 
LD .Dd+w 


h ， {9,5.17) 
TEL 一 了 .De 一 dr wr 


它们 分 别称 为 弹性 速度 梯度 与 绪 性 速度 梯度 《注意 实际 上 并 不 存 
在 弹性 速度 或 塑性 速度 )。 荆 是 即时 构 形 “中 的 张 量 , 而 Lr 是 
负载 构 形 * 中 的 张 量 。 

按照 上 述 定义 ,下 与 二 ; d 与 ，qd? 以 及 Ww 与 ww? 是 
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什么 关东 呢 ? 将 (9.5.8) 代 人 (9.5.16), 并 二 意 到 (9.5.17)。 
= (D: . Dr) : (De . De)-: 
-一 (Db: .pr 十 De . Drs). De .DD 
D+D.D.D.P 
一 LTD:.Lr.D (9.5.18) 
可 见 工交 十 Le。 北川 灌 中 将 (9.5.18) 式 中 第 二 项 写 为 以 下 吉 
法 分 解 形式 : 


一 1 一 1 可 
D-.L?.D aD.(d + w). Dd 
忆 施 


{9.5,18)" 
其 中 ,dy 为 对 称 。 癌 ? 为 反对 称 张 县 
dr 一 一 2 ID:. Lr .DD: 十 (DP:. , p . De)*] 
癌 ? 一 [ID:.L:.D:— (Dp:.L. oe (9.5.19) 
利用 (9.5.19) ,(9.5.18) 式 又 可 写 为 : 四 
工 一 下 不 we 十 和 十 种 一 4 二 ww 
政 有 
可 一 中 十 ad 
+d (9.5.20) 


Wo 二 W’ 十 毅 
可 风 ，d 半 dd 二 df,w 3 w’ 二 wro 
北川 浩 中 指出 ， 当 弹 性 变形 为 小 变形 时 《塑性 变形 奶 可 以 很 
大 ), PD: 与 Br 均 接近 于 工 (如 果 由 狗 到 。 的 转动 很 大 时 ,我 们 总 
可 以 选择 = 构 形 ,使 得 D* 为 纯 变 形 . 即 Re = 1 而 R? 一 及 ) .这 
时 ,由 (9.5.19) ,有 . 
de a d?, Wr a Ww? 
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国 而 由 (9.5.137 和 (9.5.2D7 有 有 
几 La Lr 
引 = dr 十 忆 f (C9.5.21) 
Wa Ww 十 Wt! | 
在 前 面 (9.,1.12) 式 中 ,我 们 已 经 未 加 说 朋 地 采用 了 dd 的 加 法 分 
解 式 d 一 de 十 由。 实际 上 ;如 时 把 (9.1.12) 式 的 de 理解 为 此 处 
的 (9.5,17), 式 中 的 dr, 则 (93.1.12) 式 陷 含 着 小 弹性 变形 的 假设 。 当 
然 , 我 们 也 可 以 把 (9.1.12) 式 当 和 作 时 的 定义 式 ， 那 就 相当 于 此 处 


(9.5.20), 式 中 的 和 ,而 与 (9.5.17); 式 中 的 de 就 不 是 一 回 事 了 。 


四 、 钻 载 构 形 的 选择 四 


前 已 指出 , 件 载 攀 形 的 选择 是 不 唯一 的 ,可 以 把 四 某 一 特定 多 
载 构 形 * 经 过 以 性 一 正 交 张 量 B 表示 的 转动 以 后 所 达到 的 构 形 
sp 取 作 人 匈 载 袍 形 。 以 5 为 秃 载 构 形 时 的 D*, Dr 与 以 mp 为 卸载 
构 形 时 的 Dis,,Des 之 间 存 在 的 关系 见 式 (9.5.9)。 因 此 凡是 由 了 *， 
Dr 计算 出 米 的 量 , 也 部 依赖 于 钊 载 梅 形 的 选择 。 利 用 (9.5.9) 式 容 
易 验 证 ，(9.5.12) 与 (9.5.13) 式 涉及 的 各 几何 量 对 钙 载 构 形 的 依赖 
关系 分 以 下 几 种 类 型 : 
(1) 不 依 融 于 印 喜 构 形 的 选择 ,我们 称 这 些 量 是 及 不 变 的 
Ci 一 Cr，Ui 一 由 ， Et, =— Er (9.5.22) 
Bi 一 B, Vmn~V, en e (9.5.23) 
(9.5.22) 式 的 各 几何 就 都 是 在 参考 交 形 统 中 的 张 量 ,而 (9.5.23) 式 
的 各 几何 量 则 都 是 在 即时 宰 形 .中 的 张 量 。 
(2) 按照 类 羽 于 客观 张 量 的 标 架 转换 关系 (5.2.13) 式 的 形 汇 
配 依 赖 于 全 载 构 形 的 移 择 。 我 们 称 这些 量 是 85- 客观 的 。 例 录 
(io 一 月 Pin ~ B.E. 8B* 
Bi, — 8. Br. pre 一 Be .pe m4) 


种 千夫 驮 


《9.5.24) 式 由 涉及 的 都 是 负载 构 形 ee 或 上 中 的 张 量 。 
但 是 必须 注意 ,(9.5.24) 的 形式 虽然 与 客观 张 量 的 标 纪 链 换 闫 
系 (5.2.13) 式 相似 , 划 是 这 里 各 载 构 形 的 选择 问题 和 第 五 莫 的 标 架 
转换 问题 是 完全 示 相 同 的 两 回 事 ， 有 的 文献 (例如 152 1 直 操 它们 
混淆 起 来 , 因 疝 得 到 不 恰当 的 结论 。 
(3) 两 点 张 量 : 按照 类 他 于 客观 矢 明 的 标 架 转换 其 系 (5.2.7) 
式 的 形式 而 依赖 于 缀 载 构 形 的 选择 。 属于 49.5.9); 式 Dr? 类 型 的 
有 : 
Dien B.Dr, Ri =B8.:R?r (9.5.25) 
它们 部 是 两 点 张 最 ,前 矢量 在 名 载 构 形 rp 或 上 中 :后 天 量 在 参 洲 
许 形 中 。 属 于 (9.5.9) 式 DD* 类 型 的 有 
Din = DD:. B*, Ri 一 及 Bp* (9.5.26) 
它们 是 两 点 张 量 , 前 矢量 在 即时 构 形 - 中 ,后 矢量 在 负载 鬼 形 ko 
或 由。 
以 后 我 们 还 会 遇 到 张 量 对 时 间 的 导数 (物质 导数 )， 它 们 一 般 
也 依赖 于 印 载 构 形 的 选择 。 现 核 上 述 三 种 类 型 分 别 讨论 : 
《1) P- 不 恋 张 量 
对 于 在 参考 构 形 绽 中 的 8- 不 变 张 量 是 ， 如 (9.5.22) 式 的 CC， 
Ue, Er 等 ,有 
H,—H (9.5.27) 
答对 于 在 即时 构 形 中 的 张 有 量 h, 如 (9.5.23) 式 的 BV', e: 等 , 同 
样 有 
hs 一 【9.5.28 1) 
但 要 指出 ,对 于 $5.2 所 研究 的 客观 性 来 说 , (9.5.277 与 (9.5.28) 的 
张 量 导数 部 不 满足 客观 张 量 的 标 架 转换 关系 (5.2.13) 式 。 在 » 构 
形 中 的 张大 h， 如 (9.5.23) 式 的 B:， V:， 六 等 ， 其 客观 导数 有 
Jaumann 导数 下 ( 郊 《5.2.41) 式 ), 广义 Jaumann 导数 h ( 见 


二。 


《5.2.54) 式 ) 等 ; 
i hs =h~h-w.h+i+h.w 
hs—h~h 20-.hrh.D 


(2) p- 客 观 张 重 
对 于 在 印 载 构 形 rm 中 或 “中 的 p- 客 观 张 量 h, 例 如 (9.5.24) 


的 CE， Be，e* 等 ,依赖 于 印 载 构 形 的 规律 为 


(9.5.29) 


hw, 一 让. h .BB* {9.5.30) 
对 了 时间 * 求 导 , 可 得 
和 一 一 事 ， 
2 he 8a. h B , (9.5.31) 
式 中 四 
B® ho 一 ho 一 Go ho 二 ho Qs (9.5.32) 


Ei a* 
称 为 8- 共 旋 导数 ,各 ,表示 兵 记 构 形 相对 于 麦 形 的 旋 率 (类 侯 于 
3 卫 .3.30) 去) 


Qs, 一 8 BB* C09.5.338) 
BQ, ; A (9.5.335) 
显然 , 当 Kip 构 形 与 让 构 形 重合 时 必 9.5.31) 给 出 
Si hs; = h 当 B 一 1 {9.5.31) 
EI * * 


由 (9.5.31) 式 可 知 ，P- 客 观 张 量 的 户 共 旋 导 数 满足 张 量 和 身 所 注 
足 的 (3.5.30) 式 。 妆 二 为 上 下， B2?，er 时 ，(9.5.31) 式 分 别 给 
出 

Cw ~B 人 p:, SE ~ B ‘EE:.p* 


Tr 


二 学 时 电 


SB -Bp Sen BoA 
2 | (9.5.34) 
“(3) 两 点 张 量 
局 于 Ds 类 型 的 两 点 张 量 , 满足 以 (9.5.25 式 所 示 的 对 鳃 戈 全 
形 的 依赖 规律 ,对 于 这 一 类 型 的 张 量 可 证 


Se Di 二 De — 0 Di,—B. De? (9.5,.352) 


I 
也 就 是 说 , 按 上 式 所 定义 的 Di 的 8- 共 旋 导 数 满足 与 (9.5.25) 本 
身 类 似 的 关系 。 


D- 关 型 的 两 点 张 量 ， 满 足 如 (9.5.26) 所 示 的 对 爷 载 形 的 依 
束 规 律 , 对 于 这 一 类 张 量 可 证 
人 2 Dy, 二 Di + Dis, ， 各 — Dr. B* (9.5.355) 


这 说 明 , 按 上 式 所 定义 的 Di 的 6- 共 许 导数 满足 与 (9.5.26) 交 身 
类 似 的 规律 。 
(9.5.27) 与 (9.5.28) 式 启发 我 们 ,也 可 以 所 不 变 张 最 的 有- 共 
旋 导 数 定义 上 成 张 量 的 物质 导数 本 身 。 也 即 ; 不 同业 型 张 是 的 六 共 
旋 导 数 前 定义 式 ( 如 (9.5.32),{9.5.35a),{9.5.355)) 是 不 同和 的 。 
现在 来 讨论 弹 帮 速度 梯度 L、 塑 性 速度 稀 度 Lr 《网 (9.5.173) 
式 》 对 印 载 构 形 选择 的 依赖 性。 先 来 讨论 L。 将 (9.5.9), 第 一 式 ， 
本人 (9.5.17),, 得 
z La = Des -Di — (De + Br . (CD. 8*)-! (9,5.36) 
利用 (9.3.332)， 上 式 可 整理 成 
Li 一 Di,, ， Da (D: ‘BB*— DD. B* 《De . p*) 
—L:—D.p*.0,.8. De (9.5.37) 
加 此 ,Lip 虽 然 是 在 即时 构 肪 1! 的 张 量 , 但 是 它 不 具有 如 (9.5.23) 


$ 车 汉 ED 


和 


式 所 表示 的 久 不 变性 。 由 上 式 窜 易 看 出 ; 
(Se Di ) ‘Dis = D:D:— 1 (9.5.38) 
这 说 明 , 如 果 拒 户 6，. DD 中 的 Des 疏 为 8- 其 施 导 数 (9,5.358) 
式 , 则 所 得 结果 (9.5.38) 式 左 端 是 8- 不 变 的 。 
其 次 ,讨论 ?。 天 似 于 (9.5.36)， 利用 (9.5.9)2,， 《9.5.17); 可 得 


Lets 一 Dé;, - Dt,, = (8 . Dr). (8 :+ D+)! (9.5,39) 


利用 (9.5,335), 上 式 可 整理 成 
Lts, 一 Pip * Dé, 一 (8 . D* 二 维和 有 .人 (PF. Dre) 
"=P: re. B* .+ WH,, (9.5.40} 


因此 ， 上 és 虽然 是 在 印 载 构 形 tm 中 的 张 量 ， 但 是 它 不 具有 如 
(9.5.24) 所 表示 的 fg- 客观 性 。 古 上 式 容 易 看 册 : 


(gr Db). De, — 8. (be .Do .pr 一 8.L pr 
(9.5.41) 


这 说 明 , 如 果 把 也 fo . D6, 中 的 Dps 改 为 8- 共 旋 导 数 (9.5.554)， 
则 所 得 结果 (9.5.41) 式 走 端 是 8- 客 观 的 。 
最 后 ,讨论 L。 由 (9.5.8) (9.5.16) 与 (9.5.18) 式 ,可 知 


L=D- DoLtD:-.L.p 
-DbD:.D -DD.P:. D.D (9.5.42a) 


L 一 Lo + Dé, . Les, .Di 
一 Do - Dis, + Des .Di . Bo . Des (9.5.42b) 
将 (9.5,35a， 外 用 于 5.424) 有 容易 证 明 ， 在 (9.5.424) 式 中 ,如果 把 
DD 和 Dr 分 别 改 为 D's 入 Dy,, 泊 Dr 和 Dz 分别 改 威 它们 的 产 


* 3 + 


共 旋 导数 ,等 式 仍 然 成 立即 
下 一 (SS Dz ) * Di。 +t Di : (号 ? Dt,, ) " Di * Do 
. - (9,5.43) 
申 {9.5.38), 上 式 右 端 第 一 项 具有 8- 不 变性 。 利用 外 .5.9) 第 一 式 
与 (9.5.41) 易 证 (9.4.43) 右 端 第 二 项 也 具有 -不 变性 , 即 


站 < 73 pe 
ty" (Se De ) * Dts, . Dis, 


9 


DD:.D.D.D=D.1. De (9.5.447 


习题 91 证明 
($2 四 * Dss, 与 Do 、 (g? Dt»,) 
具有 8- 不 变性 。 
五 、 热 力学 研究 


由 热力 学 第 二 定律 的 不 等 式 (4.9.10) 与 (4.9.11)， 
Br —— td— (s+ "6) — Th. (eV) 
p pa 
一 rin: 十 Dr 站 (9.5.45) 
式 中 
BY; 一 t:d [中 十 70) 


rau—— Lh.(0v) (9.5.46) 
pO 


以 下 将 (9.5.45) 式 中 的 比 谈 形 功率 (每 单位 质量 的 变形 功率 ) t:dj 
P 改 用 以 sp 汶 孝 考 构 形 的 第 二 闫 Piola-Kirchhoff 应 力 Ys 表 


示 。 当 有 一 工 阿 ,人 钊 载 构 形 mp 就 成 为 ws Ts 成 为 To 
由 《4.5.I1): 【4.513)， 隐 鹃 为 参考 构 形 的 第 二 类 Piola- 
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Kirchhoff 永 力 张 量 于 与 Cauchy 应 力 雅 展 二 之 间 的 尖 系 为 


1 t== = 了 时 . D* 
要 让) - 
1 —1 1 了 
一 工 一 D，- tt: (9.5.47) 
Pt 加 ， 
区 用 pxtp 漆 示 iw 构 形 的 密度 ,; 则 仿照 上 式 有 
t= D: L Ts * Dis, 
i Pk * | 
1 -- T,s, 一 一 Ds . + DD {9.5.48a) 
wi 站 
lt~D:.iT.D* 
Pk 
1T— D.Litt.D* (9.5.486) 
Dw 让 D 
因为 作 载 构 形 gs 与 上 只 窒 关 一 个 转动 (以 了 正 交 巧 量 有 代表)， 故 


它们 的 密度 相等 : 

pus — px (9.5.49) 
利用 (9.5.48a.5) 反 Dis 往 DD: 关系 式 (9.5.9), (或 (9.5.26)), 可 以 
证 明 Tes 为 让 客观 ;满足 (9.5.30) 型 的 关系 : 


Tn~B:.1.p* {9.5.50) 
利用 +t 的 对 称 性 及 (9.5.38),(9.5.43),(9.5.44) 式 ,可 得 比 变 形 功 宗 
: 一 tlt tL 十 DD. LL.D’) 
py [a 


一 二 [Er . De + De . Dr - De .了 D:] 


1 | En pe ) > 
=-—— til Di]: D: 
p (gz 加 本 


7 二 ey | 
+ Dis, - (2 Di * De - Ds,, | {9.5.51) 


* 几 了 5 人 


起 中 纪 表 示 构 形 统 每 单位 体积 的 变形 功率 ( 逻 (4.8.15) 式 )。 可 把 


-上 式 的 比 变 形 功 率 分 战 两 部 分 之 和 和 ; 
Tum iitd= lw iw (9,5.52) 
A 此 AU A 
见 弹 性 名 分 同 : 
1 ti = Li: t(D DY) 
Pu 2 
~ Lt | cg 2 Di) : Dan| (9.5.534) 


与 塑性 部 分 : 


1 1 一 ! 1 = ty 
PD oD 
Pu 


1 < 
= pb t:| fn * (多 th) ; Dl 小 :了 多) + Be | 【9.5.532 7) 


现在 分 别 北 简 以 上 两 式 。 生化 简 (9.5.536) 式 。 利用 芋 的 对 称 
性 和 (9.5.17), 式 ,(9.5.53g) 这 可 写作 
To it t:d 《9.5.54? 
po 总 内 


武 中 


Fe 


(L: + 1L*)— 1 (br. D- + Dr* . De*) 
(Sp Dn): Be + Ds (2 Pe) | 


(9.5.55) 


工 (EL 

2 

| | 1 

2 
由 (9.5.125), 与 (9.5.130), 

Er — ~ (D"*.D’—D 


1 w= Let:Lek lt:L 
轩 注 窟 下 一 小 ' 寺 让 太 


有 


对 了 时间 求 导 , 并 利用 (9.5.17), 式 ,可 得 
E:—D*.d.D 

. {9,5.56) 
， d= D*. E:. DD: 
《9.5.567 式 也 可 以 直接 由 (3.4.18) 式 取 御 裁 构 形 “ 为 参考 购 形 得 
下 。 将 (9.5.488) 式 tip 与 (9.5.56);y 式 和 代 人 (3.5.54) 式 得 

lum ltdqom TT:g {9.5.570) 

p Dk 本 


A 
上 述 等 式 也 可 以 由 《4.8.18) 式 得 到 。 利用 (9.5.34) 第 二 式 与 
《9.5.49)， 《9.5.507， 素 可 把 (5.5.5797 式 写作 
1 .l .Cp 
pe Dk Te; Di 
其 次 ;化 简 (9.5.538) 式 。 和 将 (9.5.482), 式 tip 代入 (9.5.538) 式 的 
第 一 个 等 号 右 侧 ,化 简 后 得 到 : 


Tw—(D*.D.+T :Lr 
an Px * 


Ea (9.5.575) 


wu 一 (p* - De . 工 Th 人 p， . Ds)y (9.5.58a) 
PP * 、 


ey 一 
一 人 D 各 :Da 一 -To 和 (2 De Deo) 


有 本 (57 宰 
(9.5.585) 
《9.3.582) 右 闻 进行 双 点 积 的 两 个 张 最 都 是 客观 的 ; 利用 
(9.5.24),,《9.5.50) 可 证 双 点 积 符号 前 面 的 张 量 为 7 客观 ,(9.5.41) 
志明 双 点 积 符号 后 面 的 张 最 为 所 客观。 
将 (9.5.57] 与 (9.5.581) 代 人 和信 (9.5.52 ,得 : 
Fl wit:d- [T+ (Dr. DT):(D Dr)| 
A rp 户 ¥* 宇宙 并 
(9.5,590) 
一 去 | Tn: Ei + (Di . Dis, - Fp) 


» 汪 呈 再 


: Se Der- De, )| (9.5.59 


(9.5.59) 式 实现 了 用 龟 黎 构 形式 wn 中 的 第 二 类 Piola Kirchhoff 
应 力 张 臣 工 或 Ts 米 表 示 比 变形 功率 《:djp， 并 把 它 分 成 了 弹 、 
塑性 次 部 分 。 以 Er 作为 弹性 变形 率 藤 度量 , 压 塑 性 变 形 率 则 用 塑 
性 速度 梯度 上? 一 站" . Dr ( 见 (9.5.17) 式 ) 度 量 。 一 般 L? 不 对 称 。 
假设 自由 能 的 函数 形式 为 

b= bE, a. 9) (9.5.60) 
式 中 内 变 县 a 表示 数 个 若干 阶 (包括 零 阶 ) 鸭 在即 形 冤 形 中 的 张 
量 ( 包 括 标 岂 ) 之 集合 。 由 (9.5.24) 式 ,Er 足 #8- 客观 的 ;这 里 假定 a 
也 是 fp- 客 观 的 。 合 如 ,如 果 它 是 标量 , 则 wm 一 a: 如 果 问 是 矢量 ， 
则 aa 一 .aq; 如果 a 是 二 阶 张 量 , 则 apy 一 和 .a B*。 关 于 自由 
能 几 青 达 式 中 自 挛 最 的 选择 问题 下 文 还 将 提 到 。 有 人 和 提出， 由 于 
可 直接 量 测 的 是 总 应 万 而 不 是 漳 性 应 变 ， 所 以 应 该 用 下 作为 自由 
能 的 状态 自 变 量 。 但 是 不 难 证 明 , 取 E 与 取 玉 为 白 变 时 所 得 的 结 
困 是 一 样 的 ( 见 下 文 (9.5.85) 式 后 面 的 证 明 }。 内 (9.5.60) 式 有 : 


, Bg ， de Op 。 
WE 一 一 一 cE -一 一 一 YT [二 时 a 
“一 证: :Er + + Out+ . (9.5.610) 


式 中 视 & 的 阶 数 ， 信 家 示 该 阶 数 的 点 积 《 例 如 当 a 为 标量 了 时。@ 
表示 数 弱 : 《为 二 阶 张 是 时 ， 牟 表示 观点 积 )o。 利用 Eis), op; 的 
如 共 旋 导数 的 客观 性 (其 (9.5.34) 第 二 式 ),(9.5.61@) 订 写作 


+ dp Dp 。 
yb DE + Sn ,+ O96 
VTE, Bi "YY pa, Br "t+ Bp 


(9.5.615) 
将 [9.5.596 6) 和 [95.5.61a 8 做 大 不 等 式 (9.5.451 ,得 : 


Goi OP, 
GT- 党- 的- 
OF: VY 69) oa 


各 5 s 


+ LD .DTD D) — Bh. Cov) >0 


P* 
{9.5.624) 


或 即 


er 一 f 


Tn 一 2 二 2 -人 + 冲 )6 
Pcp) 届 oF/ :2 开 


og OS® ki 二 
Bap, Pty 


= (By ， ~ _ ”hh ， 
(Se Do De hh‘ (IV) >0 (9.5.628) 


设 (9.5.62) 式 由 下 (或 多 (pFEip/B1) 与 6 是 可 以 任意 独立 变化 的 
量 。 沪 了 避 汪 (9.5.627) 不 等 式 成 让。 必 有 


(Di - Dis,: To ): 


Og 
ca .5.63 
3 86 (9.5.63) 
ba 
1 Bg 
2 = _- .如 二 
T SE: {9.5.64a) 
就 见 
-1 Tam 0 9.5.646 
PkLE; 下 DEés, ( ) 
由 于 (9.5.63) 与 (9.5.64) 式 ,(9,5.62) 式 成 为 
B07 = — a+ 了 (De* . D: . T) :( 白 ，. 了 站 
Da 站 直 本 
— hn.{0yv >0 (9.5.654) 
Pe 
或 即 
op ip 1 rmDcx ， ， 。 
OY Ba oe 好 :5 十 ps. (Dia . Dis, Ty): 


a Di . Do) _ 六 (aV) 守 0 {0.5.655) 


并 


通常 要求 内 早 耗 数 9Yio。 于 or 分 别 为 正 或 零 : 改 


旧闻 ”一 《9W) 之 (9.5.66) 
a 
好 yin = —AQDe 十 :Dr " Dry > 0 (9.5.679) 
或 即 
， Ls 一 4 
OY = — Ars,: Br dp 光 n : (So Dt, : De, ) 六 0 
{9.5.675) 
式 中 利用 了 以 下 的 定 尽 式 : 
A Am—_0 (9.5.68a,5) 
Da Darn, 
“ 一 工 (De* . De- .T) (9.5.694) 
Pi* 于 
Rin— — (DB: Dis,. Tes) (9.5.698) 
Pa(py D* 


,名 或 Am, 党 称 为 广 尽 力 或 热力 学 作用 力 。(9.5.67p 区 右 


端的 第 二 项 表示 塑性 变形 耗 散 功率 。 由 于 总 与 二 一 户 :. Dr 不 能 
同时 任意 指定 ,所 以 (9.5.67) 式 右 端 两 项 不 能 分 开 。 
将 (9.5.64) 代 人 (9.5.69), 得 


一 C， = (1 + 2E) . (9.5.704) 


0 
= Cip: = {t+ 2Ez) ， 《9.5.706] 
利 甲 (9.5.48a , 纹 第 二 式 , 可 将 (9.5.694 ,站 的 殉 : 静 ,通过 Cauchy 
应 力 张 最 表示 : 


给 一 De* . t. De* (9.5.71a) 


rn 


-| 
Rn Dt Di (9.5.716) 
个 


这 样 。 由 热力 学 第 二 定律 不 等 式 (9.5.45) 我 们 得 到 了 等 式 
(9.5.63) 和 (9.5.64] 芝 及 两 个 不 等 式 (9.5.66) 各 (9.5.67)。 只 要 自由 
能 只 的 疝 数 己 知 , 训 可 由 (9.5.63) 计 算 焕 ,由 (9.5.64a) 或 (9.5.642) 
计算 钱 载 构 形 x 或 sm 中 的 第 二 类 Piola-Kirchhoff 应 力 T 或 


Tne 
率 


最 后 指出 ， 中 的 函数 形式 (9.5.60) 是 对 于 全 载 构 形 而 言 的 。 
由 (9.5.60) 也 可 以 导出 对 于 其 他 外 载 构 形 me 的 中 的 函数 形式 ， 
过 程 如 下 ; 利用 Es 与 本 mp 的 扩 客 观 狂 (网 (9.5.24) 式 ), EE 与 a 
可 以 通过 E%, 与 wa 表示 ( 设 人 为 二 阶 张 其 ): 
EB*.E,:.B, a=B*.ap:B {9.5.72) 
将 (09.5.72) 代 入 (9.5.60) 得 


b= BB* + Ei BB* + er, : BO) (9.5.73) 

这 束 是 对 于 邵 载 构 形 rn 的 由 的 函数 形式 是 。 上 式 也 可 写作 
由 一 hn Eis,, op, 0) (9.5.744) 
一 只 下 ip tm 0 FP) {9.5.742) 


香 的 申 数 形式 将 因 姜 载 构 形 6s) 芍 不 同 而 不 同 。 在 (9.5.74a) 式 中 

8 当 作 参 变量 ,而 在 (9.5.748) 中 则 FF 当 作 自 变量 ,但 它们 都 等 于 

《9.5.73) 式 的 在 端 。 注意 中 与 om 是 自 变 最 itp, Gp, 8 的 不 同 的 
图 数 , 它 们 的 关系 基 

中 [有 - Et BB* . os, : BO) 

= hnt Eg, op, 0) (9.5,.75) 

最 后 ， 讨 论 一 下 让 由 能 风 的 图 数 形式 问题 。 Mandel052 和 

Halphen 与 Mguyen 建 择 的 正 是 49.5.60) 式 。 更 一 般 的 形式 是 


侠 着 内 变 坚 为 妹 量 wj， 则 好 .5733 忒 中 的 第 二 个 亦 区 麻 政 为 em 一 ee 


和 则 各 站 * 


《9.5.74o)。 在 自由 能 冰 数 的 户 变 星 中 不 直接 出 现 塑 性 变形 稀世 
瑟 8,。 我 们 也 可 以 先 假定 目 由 能 函数 的 形式 为 
中 一 pf 有 和 Grey 日) (9.5.76) 
利用 PMI, 当 在 即时 构 形 - 中 标 架 转换 时 ,了 Et 的 标 架 转换 关系 为 
{5.2.15) 式 ,由 
Dis0) = QO) . Dt) (9.5.77) 
因此 根据 PMI1, (9.5.76) 的 重 数 pus 应 满足 
$= pa Des, ted) 一 pnt Di ,oss0) (9.5.78) 
设 对 Dis, 进行 涩 分 解 的 站 时 为 
了 Pi = Rs, - Uss, 
取 Q 一 R 汉 ， 得 到 
由 一 pan( Ue, ,tes,,0) (9.5.79) 
利用 关系 
Ui =— 1 + 2E:, 
《9.5.797 可 写作 
由 一 hn(Ets, ees,0) 
BD(9.5.749) 的 形式 。 Sidotroff 和 Tingc 也 但 设 (9.5.76 形 式 


的 下; 但 未 考虑 内 变量 &: 
$b = (DD,0) (9.5.80) 
但 是 Sidoroff 未 要 求人 49.5.80) 的 中 满 足 所 请 大- 客 邓 性 :部 
由 一 由 (De 0) = QD .BB*.0) (9.5.81) 


式 中 外 来 自 于 > 徇 形 中 的 标 保 转换 ， 秤 来 自 于 简 载 构 形 的 不 唯 
一 性 ( 见 (9.5.9) 第 一 式 )。 设 Pr 的 极 分 解 式 为 ( 见 (9.5.128)) 
DPD:—R-.U— VY.R: {9.5.82) 
先 取 届 一 R*,， PB 一 I， 然后 取 急 = 二 1, 8 一 Re， 可 证 
sD ,0) 一 出 LU ,0) = LOV,0) 
再 取 一 人， 由 (9.5.81) 可 证 由 必 为 其 第 一 个 自 灾 量 的 各 向 同性 
函数 。 这 个 结论 显然 是 过 份 了 ， 而 且 是 个 对 的 ;因为 Sidoroff 在 


* 2 


(9.5.81) 式 中 把 标 染 转 挤 与 印 载 构 形 个 瞧 一 这 两 个 不 同 的 概念 混 
淆 起 来 了 。 文 [55] 讨 论 了 这 一 问题 , 井 指 出 了 这 一 错误 。 
Lee 在 [48 ji 到 
$= pC, 0) 
这 是 和 (9.5.80) 一 致 和 的 ， 是 由 (9.5.8 们 根据 PMI 所 导数 的 结果 。 
Rice 在 [43] 冲 取 
= 区 (下 :9,5) {9.5.83) 
其 中 下 为 Green 应 变 张 最 ,8 过 示 一 组 内 变量 点, 所 。 在 
[44]P Rice 把 上 三 取 作 塑性 状态 参数 号。 
Perzyna 在 145] 中 则 建议 : 


bb.0W 0 Ad 《9.5-84a) 
并 证 明 中 与 9 无 关 , 式 中 心 为 右 Cauchy-Green 变形 张 量 
{on, ATY 一 《下 三 (9.5.845) 


其 中 锡 为 硬化 参数 , 为 位 诺 密 度 续 总 ,六 为 一 个 没有 明确 定 
立 的 塑性 恋 形 张 量 。 由 于 考 虞 名 了 与 站 "之 间 有 联系 ，Perzyna 
假定 ”的 变化 率 六 可 以 线性 地 通过 塑性 变形 的 变化 率 P 
表示 。Perzyna 利用 热力 学 第 二 定律 不 等 式 得 到 


_ op 
9 Bg 
1 2 2 
T= 0.5.95 
?5c (9.5.85) 


其 中 第 --: 式 与 前 面 的 (9.5.63) 相 符 。 如 有 果 把 Perzyna 的 了 理解 为 

可 以 印 Dr 计算 出 末 的 对 称 缚 晤 {例如 《9.5.128) 的 介 ?)， 则 可 以 
把 {9.5.84q) 写 成 (注意 《9.535.8458)): 

二 (CO, Ds, Tm) 
式 中 
C= D* -下 一 (有 Di)* .CD: .DN ~ Dit .C.D 
刺 用 圭 世 
寺 下 


D6 ,C= 29 gC: 


dC DEC’ 

可 得 
dp -Dr .op ,ps 9.5.86 
BC: BC ( ) 


由 名 载 构 形 5 及 佑 区 构 形 坟 中 第 二 闫 Piola-Kirchhoff 磁力 的 关 
孙 ; 


工 下 二 Dr. LT. Dr* 
po 


PA* * 
i1T- -DBD:.iT.Dr* {9.5.87) 
Po 捐 床 机 - 


将 Perzyna 的 (9.5.85) 代 入 (9.5.87) 第 一 式 ， 并 利用 (9.5.86)。 可 
得 


与 {19.5.64a) 术 符 。 因 此 Perzyna 采用 六 (不 分 成 大 性 与 塑性 ) 为 
自 变量 ,得 到 与 这 里 采用 于" (或 CC) 为 上 自 变 量 梢 邮 的 结果 。 
以 上 热力 学 的 研究 还 未 能 给 由 塑性 变形 梯度 也 及 内 变量 全 
的 演化 方程 。 这 属于 下 一 小 节 讨 论 的 内 容 。 
六 、 好 社 变形 梯度 Dr 与 内 容量 & 的 演化 
假设 
Lr+ = Dr . De 一 1H(T, a,0) 
& — (TT,a,0) (9.5.88) 
式 中 日 与 & 为 材料 冰 数 ,可 由 实验 兢 定 。% 称 为 流动 因子 ,其 值得 
定 ,并 规定 % 守 0o (9.5.88) 等 价 于 . 


4 


(2 Dt,,) - Di 一 iHes Ts ep ,0) 
< * 


9.3.89 
SA Oa 2 at ness ops) ( 89) 
Bt 


注意 (9.5.41) 式 与 (9.5,31) 式 ,可知 (9.5.89) 两 式 都 具有 8B- 寄 观 注 ， 
故 
Host Tm en,0) = a “ Hp*: Ts “ BB* * {rig * B:0) " 有 


Sal Tp em 0) =8- eCB " Ty, ‘BB* ao, B,0) ' B* 
(9.5.90) 
以 上 已 假定 内 变量 & 为 具有 条 客观 性 的 二 阶 张 量 。 如 有 果 内 变量 
为 标量 Ke【《 例 如 塑性 硬化 参数 )， 则 wa 一 4a， 上 式 应 疏 为 【 寡 沽 
《9.5.73) 式 下 面 的 注 , 下 文中 名 式 亦 有 类 位 情况 :不 再 交 述 ) 
Hn( Tsang,0) 一 站 HB*- Ts “ Bmp0) 入 


too psees0) = t(B*.: Tg " B,nw,, 0) (9.5.91) 
假定 材料 局 服 面 为 
(Ta,0) 一 0 (9.5.92a) 
焉 如 
fmt Ts, en»6) — 0 (9.5.925) 


这 里 (参考 09.5.73) 式 下 面 的 注 ) 
fet Tw, ep 或 up0) a f(B™. Ts “BB*: am -BR ans0) 
{9.5.93) 
以 下 我 们 利用 一 至 性 条 件 确定 态 动 因子 4。 由 (9.5.92a) 或 
(9.5.925) 式 ,一 至 性 条 件 可 以 写 为 : 
ji(T,a, 9) 一 5 + Sat 个 G0 (9.5.940) 


和 


: Dr . ) 
T {8) ‘mT 
het ls, em， 0) 6T,s, \ Hi a 

来 


+ Sn. (ES as,) + OnGm0 (9.5.948] 
Oars, \ Bi 68 


将 (9.5.94) 式 中 的 量 分 为 两 剖 分 。 与 状态 的 独立 自 变 量 了 (或 Ta) 
和 8 的 变化 涂 有 关 的 部 分 记 作 1。 邯 


df Af . 

i= :TT 二 -各 9,5.95 

DT * | ( ) 
来 


1 ds.{Z, Ta + dmg 
ST, \ Ht xi B0 
条 


与 内 变量 的 变化 率 污 关 的 部 分 则 记 作 44: 


Of of Ofp .Wn ) 
24 一 元 6 He eg 9.5.96 
Ba 起 Da Bt " ( ) 


利用 (9.5.89) 闵 或 (9.5.89),), 上 泪 双 可 号 为 
of. om . ， 
4 一 ft (或 ge :tn ) (9.5.96) 
木 失 广 证 性 ,可 设 4 之 0 轩 。 将 (9.5.95) 和 (9.5.96) 代入 (9.5.94a) 
(或 09.5.948)) ;一致 性 条 件 伍 为 
1 


1 一 一 二 9.5.97 
《 ) 


由 (9.5.95) 式 ,利用 已 知 的 应 力 率 宣 { 或 纪 2 Ta } 和 温度 率 全 计 
算 io 车 0， 则 由 (9.5.97) 式 ,4 也 大 于 零 ， 属于 塑性 加 载 情 


@ 加 果 由 C9.5.96》 算出 的 4>>0 则 可 用 一 玫 或 一 fy) 一 0 作为 届 服 面 方程 代替 
原 (9.5.92) 式 从 测 改 变 -8 的 符号 。 因 此 ,我们 总 可 以 使 4<0。 


章 放行 上 证 


况 。 这 时 可 由 (9.5,96)' 式 计算 4A 并 由 (9.5.97) 得 到 4 值 ; 荐 和 寺 0， 
澡 沪 弹性 名 载 状 态 ,此 时 应 取 4 = 二 9。 由 此 可 风 , 利 用 (9.5.97] 式 ， 
也 可 按 克 的 符号 区 分 加 载 与 仓 载 。 
塑性 名 载 状 态 : 
1410 站 4m0， 
f(T ,0) 一 0 
或 fint Tes a 0) = 一 占 
弹性 凶 载 状态 : 
二 如 ， 当 1 A 0，, 
1(T,a,0) 一 ( 
或 lint Tisy» appD) = 人 0 
以 及 妆 f(T,e,0) 二 个 
或 fm Tg, tp») < 由 


(9.5.98) 


七 、 广 义 规范 材料 


如 前 记述。 含 内 变量 的 本 物美 系 县 损伤 力学 理论 的 框架 。 但 
是 ,内 变量 # 有 很 大 的 迹 择 余地 。. 不 同 作者 选择 不 同 的 损伤 参数 
作为 内 变量 , 它 可 以 是 昔 干 个 标量 ,也 可 以 是 若干 个 不 同 阶 数 的 张 
量 。 内 变量 也 是 一 个 场 , 在 描写 变形 的 物理 过 程 中 , 它 与 应 力 、 应 
变 为 平等 的 状态 变量 。 由 于 和 不 考 虚 损伤 时 相 比 增加 了 状态 变量 
a， 因此 我 们 不 仅 需 要 知道 应 力 和 应 变 如 何 变 化 ,还 必须 知道 有 如 
何 变化 ， 世 就 是 建立 所 千 理化 方程 。 损 伤 演 化 方程 是 本 构 方 如 的 
一 部 分 。Halphen 和 Nguyenr 提出 一 类 材料 ， 称 为 广义 规范 
材料 , 它 的 演化 方程 可 写 为 : 


Lr ~ De ,Dr: ~ AH(CR ,A,0) 


二 可 看 了 血 


& 一 六 ( 弦 ,A,0) (9.5.99 ) 
或 即 
(Se Di ) . 也 和 一 1 My Ain 0) 


Oe dip) 一 Mop, Ais 0) 
臣 中 有 是 和 8 为 材料 阔 数 ,Hipssiw 与 关心 的 关系 类 似 于 (9.5.90) 式 ， 
4 为 流动 因子 。(9.5.100) 两 式 都 具有 f- 窒 观 狂 。 不 失 广 泛 性 ,可 
规定 4 实 9。 下面 的 推导 只 对 和 基 载 构 形 £ 进行 ,对 地 载 构 形 如 mp 的 
相应 公式 不 难 仿 照 前 两 小 节 的 方法 写 出 。 

由 (9.5.99) 式 有 : 


d 一 方 (1L* tL") 一 二 i(H-t H*) (9.5.101) 


(9.5.100Y 


wz 一 二 > 一 [Les) -i 2 (HE 一 H*) 


如 何 选 择 世 各 加 通 玫 形式 是 一 个 各 因 装 的 问题 。 Halphen 各 
NguyenM9 假定 Lr 和 上 & 有 势 , 即 存 在 势 昭 数 玉 一 F( 统 ,AA,9) 使 
注 足 


dF dF 
H EE fq 一 再 (C9.5.102) 
假定 势 函 煞 与 加 载 画 数 一 致 ( 妤 盆 定 关联 法 则 ), 则 条 人 性 
下 (和 9) 一 人 (9.5.103) 


相当 塑性 力学 中 的 屈服 面 方程 。(9.5.102 ) 式 为 合 内 变量 情况 的 王 
变法 则 : 称 广义 正 交 法 则 。 Halphen 和 Nguyenee 称 满 足 广义 正 
次 法 则 的 材料 为 广义 规范 材料 。 确 定 流 动因 子 4 的 过 程 《 小 变形 
情况 可 见 [46] 的 $5.2) 如 下 : 

困 (9.5.103] 式 ,一 至 性 条 件 可 写 为 : 


Ft oF. E60 
pp 六 BB :AT (Ca) 


46B 。 


坦 (9.5.G8GJ 


下 上 PplE:, a,0) 
Oo 


所 以 Co) 式 中 前 态 可 表示 为 国 
Ss OP .op gr .ow 
A ( BoaoEr :re + Da Da “二 55558 (2 


利用 (9.5.70c]) 式 最 一 (十 2) 3 可 将 (5) 式 中 的 写 用 
嘛 ,ea 和 晶 表 示 : 


_ pe Ow , 
2 + (+2) ， 世 训 ) (Ce) 
其 中 
ab yp .Re Op Op 1 a 
(这 EOE 一 蕙 :5g ”8E85 《9) 
将 (的 伐 人 (fc 经 整 王后 得 
。 Bp 
Ey 十 旦 
?ET 证 证 E 
和 py ey op 2 Sp 5 
席 一 (1+ :FE] (s+ Eg 外 (e) 
(e) 式 又 可 写成 
a Ee _ 国电 二 | 
KR: — (1+ 2 ). 行 二 过 机 ) (7 


忒 中 全 为 巫 阶 张 量 ,在 曲 卡 玫 淮 标 中 其 分 量 为 


op < 和 由 
天; 26; 十 Br 十 2Ei ~ 
we 站 五 和 ) OErndEk 


@ 这 一 好: ( 怠 》 Ea - 蕊 (总) Ca =- 况 (- 状 ,在 莹 


La 中 -am :ie 一 628 


二 半 相 学 # 


(中) 式 为 EE, 统 , 和 和 和 6 之 间 的 钱 性 关系 式 ,可 将 区 外 得 到 


Er 一 W:| 安 — (1+ 2E). (SS:at Ss 66 5) (g) 


其 中 WW 为 区 之 北 
WwW 一 这 1， 钱 Li == Bt rt 


将 {gD) 代 问 (2): 
+ Gada st gags | 人 
C2) 代入 tao) 并 将 含 站 的 项 移 到 等 号 左 侧 , 香 
这 本) ed 
1 
( 安 - (It 2E)., 二 6) T 二 的 外 ; (2 


特 (9.5.99) 式 信人 人 ( 门 式 左 并 注意 到 (9.5,102) 式 ， 我 们 可 将 上 式 写 
为 与 (9.5.97) 相 辣 的 形式 : 


?一 一 (7) 
其 中 
区 = Br 辛 十 党 6 
+ 5 gd W: | 宏一 (+ 2F'). BE95 | 
， 
Beads 9 Ch) 


+ 4470* 


4 OF :二 Fs W: 十 2E) ， jE ’ 9] 


十 ges: -该 用 (2) 
如 控 ( 门 式 计 算出 * 之 90, 则 应 念 % 一 0。 
一 般 情 况 下 广 尺 力 奴 为 非 对 称 张 量 。 但 在 下 述 两 种 情况 下 
踊 为 对 称 张 量 或 过 似 为 对 称 张 量 : 
C1) 材料 在 于 梅 形 中 是 各 向 同性 的 
这 时 Cauchy 应 力 上 为 Dr .De* 的 各 向 同性 调 数 9 ，t 与 
LY . Dr* 具有 相同 的 主 方向 , 故 
让 -一 (D: 。 Dr*) .tt-. (Dr . D**y-: 
一 Dr .De .t.D .De 一 D .多 .D- 
上 式 最 后 一 步 利 用 了 {9.5.71a) 式 。 上 式 两 端 求 转 置 并 利用 上 的 对 
称 性 ,有 (最 后 一 步 可 利用 (9.5,71a)) 
t* = (Do DY De pgE* .Der -tt 


一 De* . oR .De 


演 *+ 一 .二 
(2) 小 弹性 变形 悄 况 
由 DD' 的 极 分 解 ( 风 (9.5.92) 式 ), 选 反 R* 一 工 这 时 有 
Dr = VU = (C= (I+ 2E) ~ E 
因为 候 设 弹 考 变形 很 小 , 故 由 上 式 Pr = 1。 由 (9.5.716) 式 
全 二 DD*， Lt.D" 


go* -Dr .Lr+. De 
Pe 


因 Dr ~ 1 故 闵 一 D* 一 De* 一 De = 1 由 以 上 两 式 ， 利 用 


* 471 * 


《9.5.48] ,有 
RR ta iT 
pp 


Pw 重 
鸭 此 ,对 于 以 上 两 种 精 况 , 我 们 取 站 的 对 称 化 为 广义 力 ， 可 用 于 
表示 : 


王 一 了 ( 腕 十 殉 和 民工 Ts 天 (9.5.104) 
p 


AP 
由 上 式 和 (9.5.64】) 


-1+t=!T= Do (9.5.105) 
pp Dw OE 
这 时 (9.5.103) 可 以 窟 为 
F (二 t, 和， 9) -= 个 (9.5,106) 
2 


{9.5.102), 可 写 为 
H= 2 | BF )- BF HH 
) a 


1 
【 .5 人 } 


与 宇 相 应 。 取 上 ? 的 对 称 化 dr 措 述 塑性 变形 。 由 (9.5.107》 和 和 
(9.5.101), 有 : 


doliHtiH)=1.. 0 _ (9.5.1084) 
2 a{llt 
p 


出 (C9.5.99), 和 (9.5,102) 

在 一 一 1 一 一 C9.5.1085) 
因此 ,在 前 述 两 种 情况 下 三 交规 范 材料 的 这 化 方程 (9.5.991)9 可 作为 
用 势 函 数 忆 表达 的 (9.5.108) 式 。(〈9.5.108a) 相当 于 经 典 的 正 次 法 
风 ,《9.5.1085) 为 考虑 内 变量 后 对 还 交 法 则 的 扩充 。 


72 + 


还 有 一 - 些 作者 不 崇 歼 在 中 间 梅 形 站 由 讨论 问题 ， 而 是 在 初始 
构 形 和 静 申 讨论 问题 。 他 们 采用 也 静 为 参考 构 形 的 第 二 类 Piola- 
Kirchhoff 应 力 T 了 代替 工 为 强调 以 鹃 为 参考 构 形 ,把 工 记 作 
Two 这 时 工 ,wx， 与 工 的 关系 见 (9.5.87)a 
广 闪 规范 科 料 只 代表 基 一 类 材料 ， 并 非 所 有 材料 都 符合 广 党 
规范 材料 的 模型 。 Rice 92 的 研究 结果 表明 , 正 交 性 的 前 提 ( 见 
(9.5.102) 式 ) 并 不 总 是 正确 的 ,内 有 当 各 种 滑 移 机 制 的 硬化 互相 独 
立 而 不 存在 交 及 硬化 时 正 交 性 才 成 立 。 
在 大 变形 塑性 理论 中 ,人 们 感 兴趣 的 问题 是 塑性 应 变 率 Er 的 
函数 形式 。 将 (9.5.1228h 人 人 (9.5.T39) 得 : 
Er ~ > 《Der* - De —1) {9.5.109) 


上 式 对 对 间 求 导 得 : 
Er: 一 (Dr :Dr + Dre* . D') 


一 二 Do : (Dr. D， + Dr - Dr*) . Dr 
利用 (9.5.17); 式 ,上 式 又 可 写 为 : 
E: — D:*. d* .Dr (9,5.110) 


起 中 为 塑性 变形 率 。 按 照 本 节 广义 规范 材料 的 模型 ,由 (9.5.99) 
式 有 : 


dy 一 (LL 十 Le*] 一 AH(gB,A,0)+H*(g ,A,0) 


{9.5.111) 


式 中 天 与 A 各 见 (9.5.70e) 与 (9.5.68o) 式 。 假 设 自 由 能 几 的 西数 形 
式 如 (9.5.60) 式 , 则 (9.5.111) 式 可 表达 为 


de 一 Af(Er, ,0) (9.5.112) 
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得 考虑 到 (9.5-64) 式 ,上 式 又 可 写作 


dd — 1g (2: T, a, 9) {9.5.113) 
将 上 式 代 入 (9.5.110), 得 
Er ~ 1De* . g(t T, a, 0) . Dr (9.5.114) 
' Pk +* | 
对 Dr 进行 极 分 解 : 
De 一 Rr .Us (9.5.115) 
式 中 
Ur = (+ 2Er) (9,5.116) 


将 (9.5.87), 代入 (9.5.114) ,并 利明 (9.5.115), 委 : 
Er 一 20 .Re* . g(R R:. Ur .4 T.,,. U . Re*,a,0) 
A 
- R: .Ur (9.5,.117) 
如 宁 材 料 在 松弛 构 形 5 中 为 各 向 同性 , 即 (9.5.114) 及 (9.5.117) 式 


中 圈 数 g 为 其 第 一 自 赦 量 的 各 而 本 性 函数 ， 则 (9.5.117) 式 可 化 
为 ; 


Er = 4Ue. g(U Tao Usa8jU 
Dy 
利 及 (9.5.116) ,上 式 可 写作 
Er 一 1B(T ,Er?, oa,0) (9.5.118} 

所 以 ，(9.5.118) 式 只 适用 于 当 材 料 在 松 驰 构 形 中 为 各 向 同性 的 
情况 。 Green 与 Naghdisoam 把 (9.5.118) 式 当 作 大 变形 塑性 理 
论 的 前 提 , 并 认为 适用 于 一 十 材料 。 Mandel5a 指出 了 他们 的 这 
一 殿 误 。 

八 、 考 虑 内 变量 的 好 性 本 构 关 系 之 例 

本 节 用 一 个 例子 说 明 广 义 观 所 材料 炉 型 实际 上 包含 经 典 的 塑 


和 


凡 本 梅 关 了 六 。 假 定 稍 和 料 无 类 性 。 为 简 弟 下 包 ，, 性 虑 小 变 涝 情况 。 这 
时 应 变 张 量 马 可 山 答 分 解 为 
让 二 EE 十 &? (9.5.119) 

为 找 写 材料 的 塑性 硬化 等 性 .引信 张 量 & 和 标量 训 作 为 内 变 
量 。 与 a 和 ? 功 共 胃 的 热力 学 作用 力 分 别 用 张 量 A 和 标量 吾 素 
示 o 各 表示 背 应 力 , B 表示 导 服 面 的 脱 胀 。 #& 与 的 物理 蕊 义 暂 
和 计 还 未 清楚 ,将 由 凡 后 的 [9.5.130) 式 阐明 。 令 塑性 势 国 数 

‘Flo,A,B)—= To—A)— (mt B) {9.5.120) 
式 中 mm 为 初始 屈服 应 方 。 为 简单 想见。 本 小 节 中 采用 第 卡 儿 各 
标 。 若 采用 Mises 准则 , 式 巾 


> 了 她 ， , ， ， i 
jc 一 A) 一 | 三 (一 Ai(o -AD) | 
立 
3 113 
一 三 (mn 一 | (9.5.121) 
其 中 gg 与 六 ' 各 为 g 与 熏 的 俩 量 , 即 
Gi Ui ~ 人 4, = 一 -4 一 = Bi (9.5,122) 


《9.5.121) 式 起 明 个 考虑 组 服 而 的 旋转 和 形状 变化 。 
设 比 自由 能 中 为 依 袁 下 列 自 变量 的 殉 数 ( 风 (9.5.60) 式 各 : 


= ble,0, 4, Pp) (9.5.123) 
。 dp ， De 2 器 由， dp . 

一 人 9.5.124 
~ gE: D0 ef ® Dp ? (9.5 ) 


这 时 热力 学 第 二 定律 个 等 式 (9.5.45) 可 写 为 ; 


OY 一 工 oli{ 二 十 和 ) 一- (2: 站 E+ Cp 6 + 0.6 
p der 08 do 


9 ， 上; 1 
十 一 二 — ne— -hkh:is8 
6) 7 oO (9 ) 


图 也 可 以 在 《9.5.1233 式 丰 的 自 变 报 中 却 壕 次 度 樟 度 8 然后 利用 不 等 式 
C9.5.125) 证 明 中 与 浊 设 档 度 无 关 。 


Er 


= 473 


一 全 一 证 六 二 


-op oa lip. 
村 Pp — Bo 了 ph 《ovV]) 之 0 (9.5.125Y 
设 e* 和 9 可 和 目 由 变化 , 则 有 (参考 (9.5.63) 与 (9.5.64) 式 ): 
1 一 
o Be 1 5 C9.5.1264) 
办 为 上 各 BB 分 别 为 对 应 a 和 的 热力 学 作用 力 , 故 有 : 
iA 二 2 仁 ， 工 8 一 地 (9.5.1265) 


扬 Ba” p Op 
注意 (9.5.688) 式 的 入 根 当 于 这 里 的 太 fp 与 B81p， 利 用 (39.5.126)， 
不 等 式 (9.5.125) 可 重新 写 为 


por = 0:é! — A:a— Bp— 广 h (8¥) > 0 (9.5.127) 
因为 前 常 要 求 内 赢 耗 散 与 地 耗 散 同 时 非 负 , 故 
pyin Og 一 由 :在 -站 0 
Or 一 1 . (9V) > (9.5,128) 


假定 材料 为 广义 规范 材料 ， 这 时 由 (9.5.108)， 共 利用 (9 5.120) 和 
\3.5.121 可 写 出 (注意 : 这 四 的 1 相当 于 (9.5.108) 式 中 的 p4): 


辣子 ET 由 一 一 A 
a J 

。 IF 。 

Er 9.5,129) 
SA ( . 
AF (2 ) 

= 一 EF: Et 
? BB 3 


注意 到 弹性 变形 阶段 内 变量 qa 和 均 为 零 , 则 由 (9.5.129) 后 两 式 
的 积分 可 知 , 内 变量 & 各 ? 的 物理 意义 就 是 塑性 应 变 e? 和 毗 积 塑 


竹 变 形 | 46y。 


村 洗澡 而 二 


ae 一 er，p 一 13 一 | (全 det de? 六 (9.5.130) 


不 难看 出 ,(9.5.129) 证 是 小 变形 情况 下 的 Prandtl-Reuss 方程 。 将 
(9.5.129) 代 入 (9.5.128) 得 


一 [2 (ao — A') :经 二 全 — B | 


= ttF+ oo) 六 送信 (9.5.1313 
因为 下 一 0 了 0, mm 这 0, 了 全 0 所 以 (9.5.131) 不 等 式 恒 满足 。 
为 求 出 全 部 本 构 关 系 还 必须 给 出 比 自由 能 四 的 表达 式 。 设 每 
单位 体积 的 自由 能 og 可 分 为 弹 注 部 分 与 塑性 部 分 之 和 : 
eh phe ,0 phola, pd) 


一 2 eia:g + pb,(q,p,0) (9.5.132) 
式 中 中 为 四 阶 弹 性 本 构 张 量 。 义 设 凤 为 内 变量 8 的 二 次 沪 数 , 则 
ph 一 er: 和 :Er 十 于 a:bryfeyy:a 十 Xp) (9.5.133) 


其 中 司 也 是 一 个 四 踢 张 量 ，bb 是 Aa) 的 函数 (J(a) 的 定义 同 
(9.5.121) 式 ) ,Xx 为 请 的 标量 函数 。a、b、X 均 可 依赖 温 训 名 将 
《9.5.133) 包 和 人 (9.5.1266) 得 : 


A=b((a)):a (9.5.134a) 
Be A (9.5.1346) 
dp 


《9.5.134a) 给 出 悍 服 而 中 心 和 A 随 着 塑性 栾 形变 化 的 规律 ,而 
(9.5.1345) 则 给 出 硬化 加 律 。 这 里 得 到 的 本 构 关 系 属于 KamarHeaaq 
和 Hoenxanoe ” 记 建 议 的 混合 硬化 和 模型 的 类 型 。 

单 问 应 力 状 态 时 , a 变 为 受 力 方向 的 塑性 应 变 er, 六 , b 退化 
为 标量 ,这 时 {9.5.134) 志 变 为 : 


[| 


ee 
ne 


tay 各 向 同性 硬化 {51 机 动 硬化 
图 3,15 
A— bE?))E? 
, (9.5.135) 
B=X Lp) 


若 取 5(J(8" 中 ) 二 0, 4 二 0, 得 到 图 9.15(q) 所 示 的 各 向 同性 硬化 
情况 ; 若 取 XCp) 一 const, 则 B 一 0,4 为 6? 的 函数 ,得 到 图 9.15(2) 
所 示 的 机 动 便 化 情况 。(9.5.135) 式 与 拉 压 反 向 加 载 以 及 循环 加 载 
的 试验 结果 不 尽 相符 。 Chabochet5 建议 作 某 些 修正 。 

对 于 双向 拉 候 应 力 状态 ， 当 4 于 0 时 ， 由 (9.5.120) 和 
《9.5.121) 有 忌服 面 方程 为 VV 一 gg 十 中 一 《qo 十 8) 一 0, 是 图 
9.16(a) 所 表示 的 各 向 同性 活化 情况 ; 当 上 二 0 时 届 服 面 方程 为 

Am 一 4 一 (人 一 4(@ 一直) 十 (一 4 一 四 一 0 
代表 图 9.16(8) 所 表示 的 机 动 硬 化 情况 。 

由 这 个 例子 可 知 ， 完 整 的 本 构 方 程 取决 于 屈服 面 (塑性 势 ) 函 
数 忆 和 自由 能 函数 由。 状态 变量 (er:a, 交 的 演化 方程 由 (9.5.129) 
【或 (9.5.108) 式 )] 取 雹 本 轴 服 面 戎 塑 亿 势 图 效 了 ;热力 学 作用 力 {o， 


.于 478." 


总 ,8) 与 状态 变节 人 9: 失 的 小 共 司 30 (83.5.103)、 
《9.5.6857 式 ) 取 总 于 册 由 能 苹 数 :两 组 方程 相互 笛 合 。 


a 
i 


4 a) 各 向 同性 硬化 tb) 抽动 匡 化 


国 9.15 


Tamaitre 曲 Chabocrhectoenent 有 站 面积 泪 缩 率 作 为 损 份 
参数 ，Ronsselier59 各 用 密 挛 减 缩 冰 作为 损伤 参数 ， 建 立 了 和 阁 日 
执 执 不 术 约 可 型 。 他 们 的 本 构 焰 型 痢 疗 于 广 站 典 沾 材料 的 理 沦 棋 
划 ， 而 卫 内 变量 ( 报 伤 会 数 ) 邦 是 标 和 。 当 j 前 加 体力 学 的 重 绝 尼 展 
方 疝 之 一 下 建立 符合 实际 的 、 县 有 姑 于 物 旦 和 东 厅 并 基 虑 锋 笑 的 和 
呆 变 形 林 沟 理 论 。 湄 非 线 性 连续 介质 力学 正 是 媒 让 这 一 问题 哆 臣 
牙 重 爱 的 研 完 工具 。 
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